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金融 学 的 核心 问题 是 研究 资本 和 资产 的 配置 效率 。 在 市 场 经 
济 中 ， 这 种 配置 主要 是 通过 金融 市 场 来 进行 的 。 广 义 的 金融 市 
场 包括 证 券 市 场 、 货 币 市 场 、 各 种 形式 的 银行 、 储 蕾 机 构 、 投 
资 基金 、 养 老 基金 、 保 险 市 场 等 等 。 市 场 的 参与 者 包括 个 人 、 
企业 、 政 府 和 各 种 金融 机 构 ， 他 们 在 资本 市 场 中 的 交易 形成 了 
资本 和 资产 的 供求 关系 ， 并 决定 其 价格 。 而 价格 又 指导 着 资本 
和 资产 的 供求 及 其 最 终 配置 。 资 本 作为 经 济 活动 和 经 济 发 展 中 
的 关键 因素 ， 其 配置 效率 从 根本 上 决定 着 一 个 经 济 的 发 展 过 程 
和 前 景 。 因 此 ， 一 个 国家 或 经 济 的 金融 市 场 的 发 达 程 度 明 确 地 
标志 着 它 的 经 济 发 展 水 平 。 

中 国正 处 在 创建 和 发 展 自己 的 金融 市 场 的 关键 时 期 。 在 谋 
求 经 济 健康 而 快速 发 展 的 过 程 中 ， 如 何 充分 地 吸引 资本 、 促 进 
投资 ， 进 而 达到 最 有 效 的 资本 资产 配置 ， 无 疑 是 成 功 的 关键 。 
因此 ， 建 立 一 个 有 效 的 、 现 代 化 的 金融 体系 是 我 们 的 当务之急 。 
中 国 经 济 进一步 开放 和 国际 金融 市 场 全 球 化 的 大 趋势 更 增加 了 
这 个 任务 的 紧迫 性 。 在 这 一 点 上 ， 现 代金 融 理 论 及 其 在 西方 的 
应 用 是 我 们 玻 须 了 解 和 掌握 的 。 
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《金融 学 译 从 》 虽 在 把 西方 金融 学 的 理论 和 实践 方面 最 新 、 
最 权威 和 最 有 代表 性 的 著作 介绍 给 大 家 。 我 们 希望 这 个 系列 能 
够 涉及 金融 的 各 个 主要 领域 ， 理 论 和 实践 并 重 ， 专 业 和 一 般 兼 
顾 。 在 我 们 所 选择 的 书目 中 ， 既 有 反映 最 高 学 术 水 平 的 专著 ， 
也 有 西方 著名 商学 院 视 作 经 典 的 教材 ， 还 有 华尔街 通用 的 金融 
手册 。 内 容 包 括 金 融和 证 券 、 资 产 定 价 、 投 资 、 公 司 财务 、 风 
险 管理 和 国际 金融 等 等 。 但 愿 我 们 这 个 系列 能 为 读者 打开 现代 
金融 学 知识 、 理 论 和 技术 宝库 之 窗 ， 使 它们 成 为 发 展 中 国 金融 
市 场 的 有 力 工具 。 


《金融 学 译 从 》 推 荐 委员 会 
2000 年 10 月 
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本 书 是 一 本 绝 佳 的 金融 投资 参考 书 ， 以 整 部 书 的 篇 幅 论 述 了 两 个 获 
得 诺 贝尔 经 济 学 奖 的 理论 ， 涉 及 的 领域 广泛 ， 包含 很 多 好 的 方法 。 有 多 
少 大 学 本 科教 科 书 敢于 这 样 声称 ? 

在 债券 和 股票 价格 数学 模型 的 基础 上 ， 这 两 个 理论 始 于 两 个 不 同 的 
方向 : 一 个 是 布莱克 -斯 科 尔 斯 (Black-Scholes) 的 期 权 和 其 他 衍生 证 券 
的 套利 定价 理论 ; 另 一 个 是 马 科 维 茨 资产 组 合 优化 〈Markowitz portfolio 
optimisation) 和 资本 资产 定价 模型 (Capital Asset Pricing Model) 。 基 于 
无 套利 理论 的 模型 还 能 进一步 地 研究 利率 的 期 限 结构 。 这 些 都 是 数理 金 
融 的 三 个 重要 领域 ， 它 们 对 现代 金融 市 场 的 运作 方法 产生 了 重大 影响 。 
本 书 适用 于 大 学 本 科 二 年 级 或 三 年 级 学 生 ， 不 限于 数学 专业 ， 其 他 专 
业 例如 企业 管理 、 金 融 学 、 经 济 学 专业 也 同样 适用 。 

本 书 内 容 为 一 年 的 课程 ， 大 约 100 课时 讲 完 。 只 选择 书 中 某 些 课题 
的 课时 较 少 的 教师 ， 可 以 自己 选择 合适 的 章节 设计 。 书 中 穿插 了 大 量 的 
例子 和 练习 ， 练 习 全 部 都 有 解答 ， 并 提供 了 大 量 的 材料 作为 辅助 教程 ， 
使 得 本 书 非常 适 于 教学 。 

学 习 本 书 的 前 提包 括 初等 微 积 分 、 概 率 论 和 线性 代数 。 在 微 积分 方 
面 ， 要 求 熟练 掌握 导数 和 偏 导数 ， 能 够 计算 单 变量 和 多 变量 函数 的 最 大 
值 和 最 小 值 、 拉 格 朗 日 乘 数 、 泰 勒 公式 和 积分 。 在 概率 论 方面 ， 要 求 掌 
握 随 机 变量 及 其 概率 分 布 ， 尤 其 是 二 项 分 布 和 正 态 分 布 ， 还 有 期 望 、 方 
差 、 条 件 概率 和 独立 性 。 熟 悉 中 心 极 限定 理 对 学 习 本 书 很 有 用 。 对 于 线 
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性 代数 ， 要 求 读 者 会 求解 线性 方程 组 ， 掌 握 矩阵 的 加 法 、 乘 法 、 数 量 运 
算 ， 能 够 计算 逆 和 矩阵 和 行列 式 。 特 别 地 ， 关 于 概率 论 的 参考 书 ， 我 们 推 
荐 我 们 自己 撰写 的 书 : M. Capifiski and T.Zastawniak,， Probability 
Through Problems, Springer-Verlag, New York 2001. 

在 大 量 的 数值 例子 和 练习 中 ， 使 用 装 有 电子 表格 软件 的 计算 机 会 有 
很 大 帮助 ， 但 这 并 不 是 完全 必要 的 ， 在 下 面 给 出 的 网 页 中 ,我 们 提供 了 
一 些 Excel 文件 ， 其 中 包括 一 些 例子 与 练习 的 解答 。 

我 们 非常 感谢 奈 杰 尔 。 卡特 兰 德 (Nigel Cutland) 的 提醒 ， 使 我 们 
避免 了 其 他 一 些 教 科 书 中 经 常会 出 现 的 错误 ， 我 们 将 在 注 4. 1 中 进一步 
说 明 。 我 们 也 非常 感谢 我 们 的 学 生 和 同事 对 初始 版 本 各 章 提出 的 反馈 意 
见 。 我 们 还 要 感谢 本 书 前 两 版 的 读者 ， 尤 其 是 安 杰 伊 。 帕 尔 切 维 斯 基 
(Andrzej Palczewski) ， 他 提出 了 许多 改进 意见 ， 指 出 了 一 些 错误 ， 这 些 
错误 已 经 在 这 次 印刷 中 纠正 。 

热情 地 邀请 本 书 读者 访问 网 页 (www. springeronline. com/1 - 85233 - 
330 一 8) 和 点 击 相关 的 网 站 ， 查 看 最 新 的 下 载 和 更 正 ， 或 者 与 作者 交流 ， 
我 们 将 对 您 提出 的 意见 表示 深 深 的 感谢 。 


马 雷 克 “ 凯 宾 斯 基 和 托 马 什 。 扎 斯 特 温 尼 克 
2004 年 7 月 
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引 论 : 简单 市 场 模 型 


基本 概念 和 假设 
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假设 有 两 种 可 交易 资产 : 一 种 是 无 风险 资产 ; 一 种 是 风险 证 券 。 无 
风险 资产 指 银 行 存款 或 是 由 政府 、 金 融 机 构 、 公 司 发 行 的 债券 。 风 险 证 
券 的 典型 代表 是 股票 ， 风 险 证 券 还 可 能 是 外 币 、 黄 金 、 商 品 ， 或 未 来 的 


价格 今天 为 未 知 的 任何 虚拟 资产 。 

我 们 在 引 论 中 限定 时 间 仅 有 两 个 时 刻 : 今天 ， 即 上 一 0; 未 来 的 某 个 
时 间 ， 比 如 说 一 年 以 后 ， 即 上 一 1。 更 精确 和 更 符合 实际 的 情况 我 们 将 在 
后 面 的 各 章 研究 。 


风险 证 券 的 头寸 (position) 是 指 一 个 投资 者 持 有 的 股票 份额 。1 股 
在 时 间 : 的 价格 用 S(z) 表示 。 当 前 的 股票 价格 SC0) 是 已 知 的 ， 但 未 来 
的 价格 S(1) 是 未 知 的 : 可 能 上 涨 ， 也 可 能 下 跌 。 差 额 S(1) 一 S(0) 与 初 
始 价格 的 比 即 所 谓 的 收益 率 ， 或 者 简称 为 收益 ， 可 以 表示 为 

_ SSG) 一 SC0) 
Ks— ~ seo) 

它 也 是 具有 不 确定 性 的 。 我 们 将 在 第 3 章 中 论述 股票 的 动态 价格 。 

无 风险 资产 的 头寸 是 指 在 银行 账户 中 的 金额 。 投 资 者 可 选择 继续 把 
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钱 存在 银行 ， 也 可 选择 投资 债券 。 我 们 用 A(z:) 表示 债券 在 时 间 上 的 价 
格 。 与 当前 的 股票 价格 一 样 ， 债 券 的 当前 价格 A(0) 是 已 知 的 。 但是， 
与 股票 不 同 ， 债 券 在 时 间 1 的 价格 A(1) 也 是 已 知 的 ， 具 有 确定 性 。 例 
如 ，A(1) 是 由 发 行 债券 的 机 构 确保 的 支付 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 债券 
到 期 时 的 面值 为 A(1)。 用 与 股票 同样 的 方法 定义 债券 的 收益 率 为 
_AGD) 一 A(0) 

A(0) 
我 们 将 在 第 2 章 、 第 10 一 11 章 中 详细 地 研究 无 风险 资产 。 

我 们 的 任务 是 构建 金融 证 券 市 场 的 数学 模型 。 关 键 的 第 一 步 与 涉及 
的 数学 对 象 的 特性 相关 。 下 面 我 们 将 设 定 一 些 假 设 ， 其 目的 是 寻求 现实 
世界 的 复杂 性 与 数学 模型 的 简化 性 和 局 限 性 之 间 的 一 种 妥协 ， 附 加 这 些 
假设 是 为 了 模型 更 容易 处 理 。 这 些 假 设 反映 了 现在 的 妥协 情形 ， 但 将 来 
会 被 修改 。 


Ka 


假设 1.1 (随机 性 (Randomness) ) 
未 来 的 股票 价格 S(1) 是 随机 变量 ， 它 至 少 取 两 个 不 同 的 值 。 无 风 
险 证 券 的 未 来 价格 A(1) 是 已 知 数 。 


假设 1.2 (价格 的 正 性 ) 
所 有 股票 和 债券 的 价格 是 严格 正 的 ， 即 


AQ) 二 0， S(t?)>>0 t=0,1 
持 有 工 股 股票 和 > 份 债券 的 投资 者 在 时 间 : 二 0, 1 时 的 总 财富 为 
V(t)=7xS(1)+yA() 


数 对 (rz，y) 被 称 为 资产 组 合 (portfolio); V(t) 为 这 个 资产 组 合 的 价 
值 ， 换 言 之 ,V(t) 是 投资 者 在 时 间 t 的 财富 。 
资产 价格 在 时 间 0 一 1 的 增长 决定 着 资产 组 合 的 价值 变化 ， 即 

VOD)—V(0) = zx(S(1)—S(0)) + yA —AO)) 
这 个 差额 可 以 是 正 的 、 零 或 负 的 ) 与 初始 价值 的 比 为 资产 组 合 的 收益 
率 ， 即 

_VGD) 一 V(0) 
Ky VD 


股票 或 债券 的 收益 率 是 资产 组 合 收益 率 的 特殊 情况 (分 别 为 x 二 0 或 y= 
0)。 注 意 ， 因 为 S(1) 为 随机 变量 ， 于 是 V(1) 及 相应 的 Ks 和 Kv 都 是 
随机 变量 。 无 风险 资产 的 投资 收益 Ka 是 确定 性 的 。 


金融 学 译 从 ， 金融 数学 


例 1.1 
假设 A(0) = 100 美元 ; A(1) = 110 美元 ， 则 债券 投资 的 收益 率 为 


Ka=0. 10 
即 10%。 另 外 ,假设 S(0) = 50 美元 ， 且 随机 变量 S(1) 取 两 个 值 ， 即 
_ /52 概率 为 p 
SG 一 | 计 二 为 二 


对 某 一 个 0 二 p 二 1， 则 股票 的 收益 率 为 


-| 0.04 ”如 果 股 票 上 涨 
5 | 一 0.04 如 果 股 票 下 跌 


即 4% 或 者 一 4%。 
例 1.2 


假设 债券 价格 和 股票 价格 与 例 1. 1 相同 ， 则 由 z 二 20 股 股 票 ，y 二 
10 份 债券 构成 的 资产 组 合 在 时 间 0 的 价值 (单位 : 美元 ) 为 


V(0) =2 000 
该 资产 组 合 在 时 间 1 的 价值 为 


2 140 如 果 股 票 上 涨 
2 060 如果 股 票 下 跌 


于 是 这 个 资产 组 合 的 收益 率 为 


YL 一 | 


让 =(0 如 果 股 票 上 涨 

” 【0.03 ”如 果 股 票 下 跌 

即 7% 或 者 3%。 

练习 1.1 

假设 A(0) = 90 美元 ; A(1) = 100 美元 ; S(0) = 25 美元 ， 并且 
假设 

_ 30 概率 为 p 
S(1) = 20 概率 为 1 一 


式 中 ,0 二 p 二 1。 资 产 组 合 由 工 二 10 股 股 票 ，y 二 15 份 债券 构 


成 , 计算 VC(0), V(1) 和 Kv。 


练习 1.2 


假设 股票 价格 和 债券 价格 与 练习 1. 1 相同， 计算 在 时 间 1 的 价 
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值 为 


1 160 ”如果 股票 上 涨 
1 040 “如 果 股 票 下 跌 


的 资产 组 合 。 这 个 资产 组 合 在 时 间 0 的 价值 是 多 少 ? 


V(1)= 


尽管 与 实际 情况 相差 甚 远 ， 但 为 了 数学 上 的 方便 ， 我 们 允许 资产 组 
合 中 的 风险 资产 的 数量 x 和 无 风险 资产 的 数量 y 为 任意 实数 ， 包 括 负数 
和 分 数 。 这 种 想法 反映 在 如 下 的 假设 中 ， 这 个 假设 对 涉及 的 交易 头寸 没 
有 附加 任何 限制 。 


假设 1. 3 (可 分 性 、 流 动 性 和 卖 空 ) 
一 个 投资 者 持 有 的 股票 数量 x 和 债券 数量 y 可 以 是 任何 数 ， 即 可 以 
是 整数 、 分 数 、 正 数 、 负 数 或 者 是 零 。 一 般 说 来 ， 


工 y yER 


可 分 性 指 的 是 投资 者 持 有 的 股票 数量 和 债券 数量 可 以 是 分 数 。 当 交 
易 量 与 单位 价格 相 比 很 大 时 ， 我 们 可 以 认为 在 现实 世界 的 交易 达到 了 几 
乎 完美 的 可 分 性 。 

对 工 和 y 的 数量 不 加 任何 限制 与 另 一 个 市 场 特征 即 流动 性 有 关 。 这 
意味 着 ， 根 据 需 求 ， 任 何 资产 都 可 以 按照 市 场 价格 进行 任意 数量 的 买 或 
者 卖 。 这 显然 是 数学 上 的 理想 化 ， 因 为 实际 上 对 交易 量 是 有 限制 的 。 

如 果 在 资产 组 合 中 持 有 的 某 种 证 券 的 数量 是 正 的 ， 我 们 就 说 投资 者 

5 ”拥有 多 头头 寸 。 否 则 ， 为 空头 头寸 ， 或 者 卖 空 资 产 。 无 风险 证 券 的 空头 
头 才 可 能 涉及 发 行 和 出 售 债券 ， 但 实际 上 ， 通 过 借 人 现金 更 容易 达到 同 
样 的 融资 效果 。 利 率 由 债券 的 价格 决定 。 偿 还 贷款 及 利息 可 以 认为 是 终 
止 空头 。 股 票 的 空头 头寸 可 以 通过 卖 空 来 实现 。 这 意味 着 投资 者 可 以 借 
人 股票 后 卖 出 ， 利 用 得 到 的 收益 进行 其 他 的 投资 。 股 票 的 所 有 者 仍 对 股 
票 拥有 所 有 的 权利 ， 特 别 是 有 得 到 红利 和 在 任何 时 刻 卖 出 股票 的 权利 ， 
因此 ， 投 资 者 必须 有 足够 的 财力 来 履行 合约 ， 特 别 是 能 够 通过 回 购 股 票 
并 归还 给 股票 的 所 有 人 以 结 清风 险 资产 的 空头 头寸 。 类 似 地 ， 投 资 者 总 
可 以 利用 归还 贷款 和 利息 来 结 清 无 风险 证 券 的 空头 头寸 ， 基 于 此 ， 我 们 
附加 了 如 下 限制 。 


假设 1.4 (偿付 能 力 ) 
投资 者 的 财富 始终 是 非 负 的 ， 即 


V(D) 三 0 t=0,1 
满足 上 述 条 件 的 资产 组 合 被 称 为 是 可 允许 的 。 


在 现实 世界 中 ， 可 能 的 不 同 价格 的 数量 是 有 限 的 。 一 方面 ， 因 为 这 
些 价格 是 特定 的 十 进位 数字 ; 另 一 方面 ， 因 为 在 整个 世界 中 最 终 的 货币 
数量 是 确定 的 ， 这 提供 了 一 个 所 有 价格 的 上 限 。 


假设 1.5 (离散 单位 价格 ) 
股票 的 未 来 价格 S(1) 为 只 取 有 限 多 个 值 的 随机 变量 。 


1.2 无 套利 原则 


在 本 节 中 我 们 将 继续 叙述 市 场 的 最 基本 假设 ， 简 单 地 说 ， 我 们 将 假 
设 市 场 不 允许 没有 初始 投资 的 无 风险 利润 。 
例如 ， 当 市 场 的 参与 者 出 现 错误 时 ， 可 能 会 出 现 没有 初始 投资 的 无 
风险 利润 。 假 设 纽约 的 交易 商 A 以 d= 二 1. 62 美元 兑换 1 英镑 的 汇率 购买 
6 英镑， 而 交易 商 忆 在 伦敦 以 da= 1. 60 美元 兑换 1 英镑 的 汇率 卖 出 英镑 。 
如 果 是 这 种 情况 ， 实 际 上 ， 交 易 商 就 是 在 分 发 意外 之 财 了 。 一 个 没有 任 
何 初始 投资 的 投资 者 可 获得 d4 一 ds 二 0.02 美元 的 利润 ， 其 方法 是 ， 同 时 
取得 交易 商 B 的 空头 头寸 和 交易 商 A 的 多 头头 寸 。 投 资 者 的 获 利 需求 将 
迫使 交易 商 调整 汇率 使 得 这 个 可 以 获得 财富 的 机 会 消失 。 


练习 1.3 
2002 年 7 月 19 日, 纽约 的 交易 商 A 和 伦敦 的 交易 商 B 利用 如 


下 汇率 交易 欧元 、 英 镑 和 美元 : 


71 6 美元 


ET RX 
To 0 欧元 0.6524 区 


指出 没有 任何 初始 投资 的 投资 者 获取 无 风险 利润 的 机 会 。 



















下 面 的 例子 说 明了 在 单 期 简单 框架 下 没有 任何 初始 投资 的 投资 者 获 
取 无 风险 利润 的 情况 。 


例 1.3 
假设 纽约 的 交易 商 A 一 年 以 后 以 汇率 da 一 1. 58 美元 兑换 1 英镑 购买 





英镑 ， 在 伦敦 的 交易 商 B 同时 以 汇率 da 一 1. 60 美元 兑换 1 英镑 卖 出 英 
镑 ; 进一步 假设 美元 可 以 按 年 利率 4% 借 入， 英镑 可 在 银行 账户 以 6% 利 
率 投资 ， 这 样 也 能 制造 没有 任何 初始 投资 的 投资 者 获得 无 风险 利润 的 机 
会 ， 只 是 不 如 前 面 的 例子 那么 明显 。 

例如 ， 一 个 投资 者 借入 10 000 美元 并 能 换 成 6 250 英镑 ， 然 后 存 人 
一 个 银行 账户 中 。 一 年 以 后 ， 获 得 375 英镑 的 利息 ， 总 金额 将 会 变 为 
10 467. 50 美元 〈 根 据 年 初 与 交易 商 A 签订 的 协议 ) 。 归 还 贷款 以 及 400 

7 ”美元 利息 之 后 ， 投 资 者 将 得 到 67. 50 美元 的 利润 。 

显然 , 一些 交易 商 的 汇率 报价 会 发 生 错误 ， 这 可 能 会 被 投资 者 利用 ， 

要 求 交 易 商 重新 调整 汇率 ， 减 少 da 或 者 增加 ds 以 使 得 利润 消失 。 


我 们 将 作 一 个 假设 ， 避 免 类 似 上 面 例子 的 情况 出 现 。 


假设 1.6 (无 套利 原则 ) 
不 存在 初始 价值 Y(0) 一 0 的 可 允许 的 资产 组 合 使 得 V(1) 之 0 具有 非 
零 概率 。 


换言之 ， 如 果 一 个 可 允许 的 资产 组 合 初始 价值 为 零 ， 即 V(0) = 0， 
那么 V(1) 一 0 的 概率 为 1。 这 意味 着 ， 没 有 投资 者 获得 无 风险 利润 ， 而 
且 没 有 初始 豪 赋 。 如 果 违 背 了 这 个 原则 的 资产 组 合 存在 ， 则 可 以 得 到 套 
利 机 会 。 

套利 机 会 在 实际 操作 中 很 少 存在 。 如 果 打 算 利用 套利 机 会 ， 由 于 收 
益 与 交易 量 相 比 非常 小 ， 小 投资 者 很 难 获 利 。 另 外， 套利 机 会 与 上 面 的 
例子 相 比 ， 更 难 把 握 。 违 背 无 套利 原则 的 情况 一 般 是 短暂 且 难 以 把 握 的 。 
活跃 的 投资 者 〈 称 为 套利 者 ) 追逐 套利 利润 的 积极 性 将 有 效 地 消除 套利 
机 会 。 

在 数学 模型 中 ， 排 除 套利 十 分 贴近 实际 ， 这 是 最 重要 和 最 有 效 的 假 
设 。 基 于 无 套利 原则 的 论证 是 金融 数学 的 主要 工具 。 


1.3 单 期 二 又 树 模 型 


在 本 节 中 ， 我 们 只 考虑 非常 简单 的 例子 。 在 这 个 例子 中 ， 股 票 价格 
S(1) 仅 取 两 个 不 同 的 值 ， 尽 管 非常 简单 ， 但 这 种 情形 对 以 后 理论 的 发 展 
具有 特殊 意义 。 


8 例 1.4 
假设 S(0) = 100 美元 ，S(1) 可 以 取 两 个 值 ， 即 


_ /125 概率 为 p 
SOD 二 1105 概率 为 EE 


式 中 ,0 二 =p 二 1; A(0) 一 100 美元 ; A(1) = 110 美元 。 因 此 ， 如 果 股 票 
上 涨 ， 则 股票 收益 率 Ks 二 25%; 如 果 股 票 下 跌 ， 则 Ks 二 5%。 (观察 在 
时 间 1 股票 的 两 个 价格 ,碰巧 比 在 时 间 0 的 价格 高 ;， 上涨 和 下 跌 是 相对 
于 时 间 1 的 价格 而 言 的 )。 无 风险 资产 的 收益 率 Ks = 10%， 股 票 价 格 如 
1 一 1 所 示 。 

125 

100<1-p 
105 


图 1 一 1 股票 价格 的 单 期 二 叉 树 


一 般 说 来 ， 在 二 叉 树 模型 中 ， 是 按照 无 套利 原则 选择 股票 价格 和 俩 
券 价格 。 假 设 在 时 间 1 上 涨 和 下 跌 的 可 能 的 股票 价格 为 
_/S" 概率 为 
S(1) Si 概率 为 1 一 p 


式 中 ，S <S" 0<p< 之 1。 


命题 1.1 
如 果 SC0) = 二 A(0)， 则 


SADES 


否则 ， 将 出 现 套利 机 会 。 

证 阴 

为 简单 起 见 ， 我 们 假设 S(0) 一 A(0) =100 美元 ; A(1) 过 $1。 在 这 种 
情况 下 ， 在 时 间 0: 

9 借入 无 风险 资产 100 美元 。 

@ 用 100 美元 买 人 1 股 股票 。 
用 这 种 方法 ， 你 将 持 有 资产 组 合 (z，y) ， 其 股票 股 数 z 一 1， 债券 数 y 一 
一 1， 于 是 ， 在 时 间 0， 这 个 资产 组 合 的 价值 为 


V(0) =0 | 
在 时 间 1， 该 资产 组 合 的 价值 变 为 


va) 二 1S" 一 AG1) 如 果 股票 此 


S' 一 A(1) ”如 果 股 票 下 跌 


如 果 AC1) 夺 S+， 则 这 两 个 可 能 价值 的 第 一 个 严格 为 正 ， 而 另 一 个 为 非 
负 ， 即 Y(1) 是 非 负 的 随机 变量 ， 且 满足 V(1) 之 0 的 概率 为 加 >0， 这 个 


资产 组 合 提供 了 一 个 套利 机 会 ， 违 背 无 套利 原则 。 

现在 假设 A(1) 宇 S*， 如 果 是 这 种 情况 ， 则 在 时 间 0: 

e 卖 空 1 股 得 到 100 美元 。 

e 投资 100 美元 于 无 风险 资产 。 
其 结果 是 ， 你 将 持 有 一 个 资产 组 合 (zx，y)， 其 中 x 二 一 1，y 二 1， 其 初 
始 价值 仍 为 零 ， 即 


V(0)=0 
这 个 投资 组 合 的 最 终 价值 为 
va 二 1-S'+AGD) 如 果 股 票 上 江 


一 S' 十 A(1) 如果 股票 下 跌 


因为 S" 委 4A(1)，V(1) 是 非 负 的 ， 其 中 第 二 个 值 严 格 为 正 ， 即 V(1) 是 
非 负 的 随机 变量 ， 满 足 V(1)>0 的 概率 为 1 一 户 之 0， 再 一 次 出 现 套利 机 
会 ， 违 背 无 套利 原则 。 口 


隐 含 在 以 上 论证 中 的 一 般 意义 的 推理 是 简单 易 懂 的 ， 即 买 价格 低 的 
资产 ， 卖 价格 高 的 资产 来 赚 取 价差。 


1.4 风险 和 收益 


与 前 面 一 样 ， 我 们 假设 A (0) = 100 美元 ; A (1) = 110 美元 ; 
S(0) 一 80 美元, 并 且 


100 ”概率 为 0.8 
60 ”概率 为 0.2 


假设 你 有 10 000 美元 用 于 资产 组 合 投资 。 你 决定 买 + 二 50 股 股票 ， 在 无 
风险 资产 上 的 投资 为 > 一 60， 那么 


_ /11 600 如果 股票 上 涨 
9 600 ”如果 股票 下 跌 
| 0.16 ”如 果 股 票 上 涨 
一 0.04 如果 股票 下 跌 


期 望 收益 (expected return) ， 即 资产 组 合 收益 率 的 数学 期 望 
E(Ky)=0.16X0.8—0.04X0.2=0.12 


即 12%。 我 们 将 投资 风险 定义 为 随机 变量 Ky 的 标准 差 , 有 


CI 一 | 
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oy= V (0.16—0.12):X0.8+(—0.04—0.12): X0.2=0.08 


即 8%。 让 我 们 将 此 与 单一 类 型 的 证 券 投 资 进行 比较 。 

如 果 工 二 0， 则 y 三 100， 即 完全 投资 于 无 风险 资产 。 在 这 种 情况 下 ， 
收益 率 是 确定 的 已 知 数 Ks 二 0.1， 即 10%， 由 标准 差 测量 的 风险 为 零 ， 
即 o, = 二 0。 

另 一 方面 ， 如 果 Z 二 125，y 一 0， 则 完全 投资 于 股票 ， 于 是 有 


12 500 如果 股 票 上 涨 
7 500 如果 股 票 下 跌 


且 ECKs) 二 0.15, os 二 0.20， 即 分 别 为 15% 和 20%。 

如 果 针 对 两 个 期 望 收益 相同 的 资产 组 合 进行 选择 ， 显 然 ， 任 何 投资 
者 都 会 选择 风险 更 低 的 。 类 似 地 ， 如 果 风 险 水 平 相同 ， 任 何 投资 者 都 会 
选择 收益 更 高 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 高 收益 与 高 风险 相 联 系 。 此 时 ， 选 择 
取决 于 个 人 的 偏好 。 这 些 问题 我 们 将 在 第 5 章 讨 论 。 在 第 5 章 中 ， 我 们 
还 将 论述 由 多 个 风险 证 券 组 成 的 资产 组 合 ， 阐 述 在 保持 预期 收益 的 同时 
减少 风险 的 资产 组 合 选 择 和 分 散 化 的 作用 。 


Vl)= 


练习 1.4 
股票 和 债券 的 价格 如 上 ， 将 初始 财富 10 000 美元 按 股票 和 债券 
各 半 设 计 资 产 组 合 ， 计 算 期 望 收 益 和 用 标准 差 测 量 的 风险 。 


远 期 合约 是 在 未 来 指定 的 时 间 以 现在 确定 的 固定 价格 购买 或 者 卖 出 
风险 资产 的 协议 ， 指 定 的 时 间 称 为 交割 日 (delivery date)， 固 定 的 价格 
下 称 为 远 期 价格 forward price)。 将 打算 购买 资产 的 投资 者 称 为 远 期 合 
约 多 头 ， 或 称 持 有 远 期 合约 多 头头 寸 。 将 打算 卖 出 资产 的 投资 者 称 为 远 
期 合约 空头 ， 或 称 持 有 远 期 合约 空头 头寸 。 在 远 期 合约 交易 时 ， 没 有 现 
金 支付 。 


例 1.5 

假设 远 期 价格 为 80 美元 。 如 果 在 交割 日 ， 资 产 的 市 场 价格 为 84 美 
元 ， 那 么 远 期 合约 多 头头 寸 的 持 有 者 以 80 美元 的 价格 购买 资产 ， 立 刻 以 
84 美元 卖 出 ， 就 可 以 获得 4 美元 差价 。 另 一 方面 ， 持 有 远 期 合约 空头 头 
寸 的 投资 者 ， 将 以 80 美元 卖 出 资产 ， 损 失 4 美元 。 但 是 ， 在 交割 日 ， 如 
果 资 产 的 市 场 价格 是 75 美元 ， 那么 ， 持 有 远 期 合约 多 头头 寸 的 投资 者 以 


80 美元 购买 该 资产 ， 损 失 5 美元 。 同 时 ， 持 有 远 期 合约 空头 头寸 的 投资 
者 以 80 美元 卖 出 资产 ， 高 出 市 场 价 格 75 美元 ， 赚 得 5 美元 。 这 两 种 情 
况 为 一 个 投资 者 损失 而 另 一 个 投资 者 获 利 的 情形 。 


一 般 来 说 ， 如 果 资 产 的 未 来 价格 S(1) 上 升 ， 而 且 高 于 远 期 价格 下 ， 
那么 以 时 间 1 为 交割 日 的 持 有 远 期 合约 多 头头 寸 的 投资 者 将 受益 。 如 果 
资产 的 未 来 价格 SC1) 下 跌 到 远 期 价格 下 以下， 那么 远 期 合约 多 头头 十 
的 持 有 者 将 遭受 损失 。 一 般 地 ， 远 期 合约 多 头头 寸 的 回报 〈payoff) 为 
SC1) 一 下 《〈 它 可 以 为 正 、 为 负 或 为 零 )。 远 期 合约 空头 头寸 的 回报 为 下 一 
S(1)。 

除了 股票 和 债券 之 外 ， 一 个 投资 者 持 有 的 资产 组 合 可 以 包含 远 期 合 
约 ， 此 时 我 们 用 三 元 组 (xz，y，z) 表示 资产 组 合 ， 和 以 前 一 样 ， 用 z 和 
> 表示 股票 和 债券 的 数量 ，z 为 远 期 合约 的 数量 〈 多 头 为 正 ， 空 头 为 负 ) 。 
因为 远 期 合约 交易 时 没有 现金 支付 ， 所 以 这 样 的 资产 组 合 的 初始 值 可 以 
简化 为 


V(0) 一 zS(0) 十 yA(0) 
在 交割 日 ， 投资 组 合 的 价值 为 
V(1)=xS(1)+yA(l)+z(S(1)—F) 


假设 1. 1 一 1. 5 以 及 无 套利 原则 实际 上 已 经 扩展 到 这 种 情况 。 

远 期 价格 下 由 无 套利 原则 确定 。 特 别 地 ， 很 容易 发 现 没有 持 有 成 本 
(carrying cost) 的 资产 。 这 种 资产 的 典型 例子 为 不 支付 红利 的 股票 。( 相 
反 ， 商 品 通常 包括 储存 成 本 ;而 持 有 外 币 可 以 获得 利息 ， 可 以 认为 是 负 
的 持 有 成 本 。) 

远 期 头 才 保 证 在 交割 日 以 远 期 价格 卖 出 资产 。 资 产 可 以 现在 卖 出 ， 
也 可 持 有 到 交割 日 。 而 如 果 初 始 现金 支出 为 零 ， 则 必须 贷款 融资 购买 ， 
在 交割 日 需要 归还 的 贷款 及 利息 为 远 期 价格 。 下 面 的 命题 说 明 ， 确 实 
如 此 。 


命题 1. 2 

假设 A(0)= 100 美元 ; A(1)= 110 美元 ; S(0) = 50 美元 ， 风 险 证 券 
没有 持 有 成 本 ， 则 有 远 期 价格 下 = 55 美元 ， 否 则 ， 就 存在 套利 机 会 。 

证 明 

假设 下 > 55 美元 。 那 么 在 时 间 0: 

@ 借 人 50 美元 。 

e 以 S(0) 一 50 美元 的 价格 买 人 该 资产 。 

® 以 远 期 价格 下 购 进 远 期 合约 空头 ， 交 割 日 为 时 间 1。 


其 结果 是 资产 组 合 (1， 一 去 ， 一 1) 由 股票 、 无 风险 头寸 和 远 期 合约 空 


头头 寸 构成 ， 初 始 价 格 为 V(0) 二 0， 那 么 在 时 间 1: 
e@ 终止 远 期 合约 空头 头寸 ， 以 下 美元 的 价格 卖 出 资产 。 


。 终止 无 风险 资产 头寸 ， 支 付款 X110 一 55 美元 。 


则 投资 组 合 的 终 值 Y(1) 一 下 一 55 之 0 将 是 你 的 套利 利润 ， 违 背 无 套利 原则 。 
另 一 方面 ， 如 果 下 二 55 美元， 则 在 时 间 0: 
e 以 50 美元 的 价格 卖 空 资产 。 
e 将 这 个 金额 投资 于 无 风险 资产 。 
® 取得 股票 的 远 期 合约 多 头头 寸 ， 远 期 价格 为 正美 元， 交割 日 为 时 
间 1。 


这 个 资产 组 合 ( 一 1， 去 ，1) 的 初始 值 VC0) 二 0， 而 在 时 间 1 ， 


13 e 来 自 无 风险 投资 的 现金 是 55 美元 。 
® 以 下 美元 买 资产 ， 结 清远 期 合约 多 头头 寸 ， 将 资产 返还 给 所 有 者 。 
那么 ， 你 的 套利 利润 V(1)=55 一 FF 之 0， 这 再 一 次 违背 了 无 套利 原则 ， 得 
出 远 期 价格 必须 是 下 = 55 美元 。 口 


练习 1.5 
假设 A(0)= 100 美元 ; A(1)==112 美元 ; S(0) = 34 美元 。 如 果 
股票 远 期 价格 下 二 38. 60 美元 ， 交 荐 日 为 时 间 1， 能 找到 套利 机 


会 吗 ? 


练习 1.6 

假设 A(0) = 100 美元 ; A(1)== 105 美元 ; 英镑 现在 的 价格 SC0) 一 
1. 6 美元 ; 英镑 远 期 价格 为 下 = 1. 5 美元 ， 交 割 日 为 时 间 1。 如 
果 约 定 在 时 间 1 支付 100 英镑 ， 今 天 英镑 债券 的 成 本 会 是 多 少 ? 
提示 : 基于 资产 的 远 期 合约 包括 负 的 持 有 成 本 〈 投 资 于 英镑 债 
券 得 到 的 利息 收益 )。 


1.6 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 


假设 A(0) 二 100 美元; A(1)= 110 美元; S(0)==100 美 元, 且 


120 ”概率 为 p 


sD)= | oy nas 


712 


式 中 , 0<p 二 1。 

看 涨 期 权 〈 其 敲定 价 或 者 施 权 价 为 100 美元 ， 施 权时 间 为 1) 是 一 个 
合约 ， 这 个 合约 赋予 持 有 者 在 时 间 1 以 100 美元 价格 购买 1 股 股票 的 权 
利 〈 而 不 是 义务 ) 。 

如 果 股 票 价格 下 跌 到 施 权 价 以 下 ， 则 期 权 没 有 价值 。 如 果 股 票 的 市 
场 价 为 80 美元 ， 以 100 美元 的 价格 购买 1 股 是 没有 意义 的 ， 也 没有 投资 
者 会 行使 这 个 权利 。 相 反 ， 如 果 股 票 上 涨 到 120 美元 ， 高 于 施 权 价 ， 期 
权 将 会 给 持 有 者 带 来 20 美元 的 利润 ， 他 可 以 在 时 间 1 以 100 美元 价格 购 
严 1 股 股票 ， 并 立刻 以 120 美元 的 价格 卖 出 。 这 就 是 行使 期 权 ， 即 利用 
股票 市 场 价 和 施 权 价 之 间 的 差价 20 美元 ， 期 权 简 单 地 施 权 。 实 际 上 ， 这 
是 经 常 采用 的 方法 ， 因 为 不 需要 股票 换 手 。 

因此 ， 看 涨 期 权 的 回报 ， 即 它 在 时 间 1 的 价值 为 随机 变量 


120 ”如 果 股 价 上 涨 
CD 一 (0 如 果 股 价 下 路 


而 C(0) 表示 期 权 在 时 间 0 的 价值 ， 即 今天 购买 或 者 卖 出 期 权 的 价格 。 


注 1.1 

乍 看 起 来 ， 看 涨 期 权 类 似 于 远 期 合约 多 头 ， 两 者 都 包含 在 未 来 某 个 
时 间 ， 以 预先 固定 的 价格 购买 一 种 资产 。 一 个 本 质 的 区 别 是 ， 远 期 合约 
多 头头 才 的 持 有 者 承担 以 固定 价格 购买 资产 的 义务 ， 而 看 涨 期 权 的 持 有 
者 有 权利 但 没有 义务 这 样 做 。 另 一 个 差别 是 ， 投 资 者 需要 花 钱 购买 看 涨 
期 权 ， 而 在 远 期 合约 交易 时 不 需要 任何 支付 。 


在 可 以 利用 期 权 的 市 场 ， 可 以 投资 由 工 股 股票 、y 份 债券 、z 份 期 权 
构成 的 资产 组 合 (z，y，z)， 在 时 间 0， 该 资产 组 合 的 价值 为 


V(0) 一 zS(0) 十 yA(0) 十 =CCO) 
在 时 间 1， 该 资产 组 合 的 价值 为 
VG) = 一 zS(GD) 十 yA(G) 十 =CG1) 


恰似 包含 远 期 合约 投资 组 合 的 情况 。 假 设 1. 1 一 1. 5 以 及 无 套利 原则 可 以 
扩展 到 包含 股票 、 债 券 和 期 权 的 资产 组 合 。 

我 们 的 任务 是 ， 在 符合 市 场 假设 的 情况 下 ， 特 别 地 ， 在 没有 套利 机 
会 的 条 件 下 ， 计 算 看 涨 期 权 在 时 间 0 的 价格 C(0) 。 因 为 看 涨 期 权 的 持 有 
者 有 权利 但 没有 义务 ， 所 以 可 以 合理 地 认为 C(0) 是 正 的 ;因为 需要 支 
付 期 权 费 以 获得 权利 。 期 权 价格 C(0) 可 以 用 如 下 两 个 步 又 解 出 。 

步骤 1 

构造 过 股 股票 、y 份 债券 的 投资 ， 使 得 在 时 间 1， 不 论 股票 价格 上 涨 


金融 学 译 从 - 金融 数学 


到 120 美元 还 是 下 跌 到 80 美元 ， 资 产 组 合 与 期 权 具 有 同样 的 价值 ， 即 
zxS(1)+yA(l) = C(1) 


称 其 为 复制 期 权 。 

步骤 2 

计算 时 间 0 在 股票 和 债券 上 的 投资 的 价值 ， 证 明 它 必 须 等 于 期 权 的 
价格 ， 即 


XS(0)+yA(O0)=C(0) 
否则 将 存在 套利 机 会 ， 这 个 步骤 被 称 为 期 权 定价 或 者 估 值 。 


步骤 1 (复制 期 权 ) 
时 间 1 在 股票 和 债券 上 的 投资 的 价值 将 是 
xzS(1) 十 yA(1) = 120z 十 110y “各 革 股价 一 省 


80z 十 110y ”如 果 股 价 下 跌 
因此 ， 两 个 随机 变量 的 等 式 zS(1) 十 yA(1)= 二 C(1) 可 以 写 为 


120z 十 110y 王 20 
80z 十 110y 王 0 


第 一 个 方程 对 应 于 股票 上 涨 到 120 美元 ; 第 二 个 方程 对 应 于 股票 下 跌 到 
80 美元 。 因 为 我 们 想 使 得 在 股票 和 债券 上 的 投资 在 时 间 1 无 论 股票 上 涨 
和 下 跌 都 恰好 等 于 期 权 的 价值 ， 因 此 这 两 个 方程 同时 满足 ， 解 出 zx 和， 
于 是 有 


为 复制 期 权 ， 我 们 需要 购买 寺 股 股票 和 取得 远 期 合约 空头 头寸 一 车 份 债 


券 (或 者 借入 寺 X100 一 各 美元 现金 )。 
步骤 2 (期 权 定价 ) 
我 们 可 以 计算 在 股票 和 债券 上 的 投资 在 时 间 0 的 价值 ， 即 


zS(0) 十 yA(0) = 到 X110 一 让 X100 守 13. 636 4 (美元 ) 


下 面 的 命题 证 明 它 必须 等 于 期 权 的 价格 。 

命题 1.3 

如 果 期 权 可 以 被 上 面 的 投资 于 股票 和 债券 的 资产 组 合 复制 ， 那 么 ， 
C00)== 吉 SC0) 一 二 AC0)， 否则 ， 存 在 套利 机 会 。 
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证 明 
假设 CC0) 十 广 A4(0) 之 去 SC0)， 如 果 是 这 种 情况 ， 那 么 在 时 间 0: 
e 以 CC(0) 美 元 价格 卖 出 1 份 期 权 。 
。 供 入 二 X100 一 名 美元 现金 或 利用 卖 出 债券 取得 y 一 一 二 债券 
空头 头寸 )。 
® 支付 xSC0) 一 去 X100 一 50 美元 购买 = 一 十 股 股票 。 


该 交易 的 现金 余额 是 正 的 ， 即 C(0) 十 半 A(0) 一 寺 S(0) >>0， 将 此 金额 进 


行 无 风险 投资 。 随 后 ， 在 时 间 1: 
® 如果 股票 上 涨 ， 则 结算 期 权 ， 支 付 市 场 价 和 施 权 价 之 差 20 美元 ; 
如 果 股 票 下 跌 ， 没 有 任何 支付 。 成 本 将 是 C(1) ， 包 含 两 种 可 能 性 。 


® 归还 贷款 和 利息 (终止 债券 的 空头 头寸 一 一 二 ， 这 个 成 本 将 是 


让 X110=40 美元 。 


。 卖 出 译 S(1) 股 股票 ， 如 果 股票 上 涨 得 到 十 X120 = 60 美元 ， 如 果 
股票 下 跌 得 到 去 X80 一 40 美元 。 
这 些 交易 的 现金 余额 是 零 ， 即 一 C(1) 十 去 SG1) 一 车 A(1) 一 0， 这 与 股票 
上 涨 和 下 跌 无 关 。 但 是 ， 投 资 者 将 得 到 初始 的 无 风险 投资 C(0) 十 二 AC0) 一 


这 SCO》 加 上 利息 带 来 的 利润 ， 因 此 存在 套利 机 会 。 


另 一 方面 ， 如 果 CC0) 十 站 AC0)<< 去 SC0)， 那么 在 时 间 0: 


@ 支付 C(0) 美 元 买 人 1 份 期 权 。 
。 支付 广 X100 = 各 "美元 买 人 千 份 债券 
9 卖 空 z= 二 评 股 股票 得 到 二 X100== 50 美元 。 


这 些 交 易 的 现金 余额 是 正 的 ， 即 一 CC0) 一 二 AC0) 二 二 SC0)>>0， 可 以 进行 
无 风险 投资 。 用 这 种 方法 就 可 以 构造 一 个 资产 组 合 ， 其 初始 价值 V(0)== 0。 
随后 ， 在 时 间 1: 

e@ 如 果 股 票 上 涨 ， 则 行使 期 权 ， 获得 市 场 价 和 施 权 价 的 差价 20 美元 ; 
如 果 股 票 下 跌 ， 没 有 任何 收益 。 你 的 收入 将 是 C(1)， 包 含 两 种 可 能 性 。 


4 ss :过 00 TT 
® 以 TIAGO) 11 关 100 一 美元 卖 出 债券 。 
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e 终止 股票 空头 头寸 ， 支 付款 SC1)， 即 如 果 股 票 价格 上 涨 ， 支 付 
去 X120 一 60 美元， 如果 股 票 价格 下 跌 ， 支 付 记 X80 一 40 美元 。 
这 些 交易 的 现金 余额 为 零 ， 即 C(1) 十 二 A(1) 一 去 S(1) 二 0， 无 论 股 票 上 
涨 还 是 下 跌 。 但 是 ， 投 资 者 可 以 得 到 来 自 无 风险 投资 的 一 C(0) 一 二 AC0) 十 
去 SC0) 加 上 利息 带 来 的 利润 ， 与 无 套利 原则 矛盾 。 口 


我 们 再 一 次 看 到 ， 套 利 策略 的 一 般 模 式 是 卖 出 〈 或 者 卖 空 ， 如 果 有 
必要 ) 价格 高 的 证 券 ， 买 人 价格 低 的 证 券 ， 不 管 将 来 会 发 生 什 么 ， 只 要 
在 履行 金融 义务 的 过 程 中 可 以 获 利 即 可 。 

命题 1. 3 暗含 期 权 今天 的 价格 一 定 是 


CC0) = 去 SC(0) 一 寺 AC0) 衬 13 636 4 (美元 ) 


任何 人 以 低 于 这 个 价格 买 人 期 权 或 高 于 这 个 价格 卖 出 期 权 ， 就 存在 套利 
机 会 ， 相 当 于 分 发 意外 之 财 。 这 就 完成 了 解决 问题 的 第 二 步 。 


注 1.2 
注意 ， 股 票 上 涨 或 下 跌 的 概率 p 和 1 一 p 与 定价 和 复制 期 权 无 关 。 这 
是 该 理论 的 显著 特色 ， 不 是 巧合 。 


注 1.3 

在 期 权 可 以 被 股票 和 债券 复制 的 市 场 ， 期 权 似乎 是 多 余 的 。 在 简化 
的 单 期 模型 中 ， 这 个 结论 也 成 立 。 但 在 包含 多 个 时 期 〈 或 者 连续 时 间 ) 
的 情况 下 ， 复 制 是 非常 繁重 的 任务 。 在 每 一 个 时 期 都 会 发 生 价格 变化 ， 
需要 即时 调整 股票 和 债券 的 头寸 ， 必 须 考虑 管理 和 交易 的 成 本 。 在 某 些 
情况 下 ， 不 可 能 准确 地 复制 期 权 ， 这 就 是 为 什么 大 多 数 投资 者 宁愿 买卖 
期 权 ， 而 复制 仅 为 机 构 和 交易 商 形式 上 的 交易 。 


练习 1.7 
假设 债券 和 股票 的 价格 A(0)，A(1)，S(0)，S(1) 设 定 同上 ， 
计算 如 下 两 种 情况 施 权 日 为 时 间 1 的 看 涨 期 权 的 价格 C(0) ，(a) 
施 权 价 为 90 美元 ;(b) 施 权 价 为 110 美元 。 


练习 1.8 
假设 价格 A(0)，S(0)，S(1) 设 定 同 上 ， 如 果 (a) A(1) =105 
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美元 ; (b) A(1) = 二 115 美元 ， 计 算 施 权 价 为 100 美元 ， 施 权 日 为 
时 间 1 的 看 涨 期 权 的 价格 C(0)。 


施 权 价 为 100 美元 ， 施 权 日 为 时 间 1 的 看 跌 期 权 给 出 了 在 时 间 1 以 
100 美元 卖 出 1 股 股票 的 权利 。 如 果 股 票 上 涨 ， 这 种 期 权 就 没有 任何 价 
值 ， 否 则 将 带 来 利润 ， 其 回报 为 


/0 如 果 股票 上 涨 
Pt)={, 如 果 股 票 下 跌 


假设 A(0)，A(1)，S(0)，S(1) 设 定 同上 ， 则 资产 组 合 概念 可 以 扩展 到 
允许 看 跌 期 权 头 寸 ， 与 前 面 一 样 ， 我 们 用 z 表示 看 跌 期 权 头 寸 。 

看 跌 期 权 的 复制 和 定价 与 看 涨 期 权 的 模式 相同 ， 特 别 地 ， 看 跌 期 权 
的 价格 P(0) 等 于 用 股票 和 债券 复制 的 投资 在 时 间 0 的 价值 。 


注 1.4 

看 跌 期 权 和 远 期 合约 空头 头寸 的 相似 之 处 是 ， 两 者 都 包含 在 将 来 的 
某 个 确定 时 间 ， 以 固定 价格 卖 出 资产 。 本 质 的 不 同 是 ， 远 期 合约 空头 头 
才 的 持 有 者 有 义务 以 固定 的 价格 卖 出 资产 ;而 看 跌 期 权 的 持 有 者 ， 有 权 
利 但 没有 义务 卖 出 资产 。 而 且 ， 想 购买 看 跌 期 权 的 投资 者 将 进行 支付 ， 
但 在 进行 远 期 合约 交易 时 ， 没 有 支付 。 


练习 1.9 
假设 债券 和 股票 的 价格 A(0)，A(1)，S(0)，S(1) 设 定 同上 ， 
计算 施 权 价 为 100 美元 的 看 跌 期 权 的 价格 P(0)。 


一 个 投资 者 希望 同时 交易 期 权 和 取得 远 期 合约 头寸 。 在 这 样 的 情况 
下 ， 我 们 用 z; ，z。，zs，… 描述 资产 组 合 中 的 这 些 头 寸 。 这 些 证 券 的 共 
同 特征 是 ， 它 们 的 回报 取决 于 股票 价格 。 我 们 将 在 第 7 章 中 论述 衍生 证 
券 的 一 般 性 质 ， 并 在 第 8 章 中 将 定价 和 复制 方法 扩展 到 更 复杂 (更 符合 
实际 ) 的 市 场 模型 及 其 他 金融 工具 。 


1.7 用 期 权 管 理 风 险 
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期 权 和 衍生 证 券 的 应 用 可 以 扩展 到 其 他 投资 领域 。 假 设 投 资 者 的 初 
始 财富 为 1 000 美元 ， 按 1. 6 节 的 设 定 比较 以 下 两 个 投资 ; 


16 Pa "金融 数学 
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e 购买 10 股 股票 ， 在 时 间 1 的 价值 为 
_ J1200 如 果 股 票 上 涨 
10XS(1)= 800 “如果 股票 下 跌 
或 者 
。 购买 3 000 兰 73. 333 3 份 期 权 ， 在 这 种 情况 下 ， 投 资 者 的 最 终 
财富 是 
1 466.67 如果 股 票 上 涨 
0.00 如果 股票 下 跌 
如 果 股 票 上 涨 ， 与 股票 投资 相 比 ， 期 权 投资 产生 的 收益 将 更 高 ， 大 约 高 
46. 67%。 否 则 ， 将 是 灾难 性 的 :投资 者 将 损失 所 有 的 财富 。 而 当 投 资 者 
投资 于 股票 时 ， 会 得 到 20% 或 者 损失 20%。 由 于 没有 指定 概率 ， 我 们 不 
能 计算 期 望 收益 和 标准 差 。 但 我 们 认为 ， 与 投资 于 股票 相 比 ， 期 权 的 风 
险 更 高 。 这 可 能 会 被 愿意 冒 风险 的 投资 者 利用 。 


73..333 sxcey 


练习 1.10 
在 上 述 设 定 下 ， 计 算 初 始 财富 为 1 000 美元 ， 期 权 投资 和 股票 投 
资 各 占 一 半 的 投资 者 的 最 终 财富 。 


期 权 还 可 以 用 于 降低 风险 。 考 虑 一 个 计划 在 将 来 购买 股票 的 投资 者 ， 
股票 今天 的 价格 是 SC0) 二 100 美元 。 但 是 ， 投 资 者 仅 在 时 间 :一 1 有 可 用 
资金 ， 股 票 在 时 间 1 的 价格 会 变 成 


_ 1160 概率 为 
a oy 概率 为 1 一 


对 某 一 个 0 过 加 二 1。 与 前 面 一 样 ， 我 们 假设 A(0) = 100 美元 ; A(1)= 
110 美元 。 比 较 如 下 两 个 策略 : 

9 等 到 时 间 1， 当 资金 可 利用 时 ， 以 S(1) 的 价格 购买 股票 ;， 

e@ 在 时 间 0， 借 钱 购买 施 权 价 为 100 美元 的 看 涨 期 权 ， 在 时 间 1 归还 
贷款 及 利息 ;如 果 股 票 价格 上 涨 ， 则 行使 期 权 购买 股票 。 

如 果 投 资 者 选择 第 一 种 策略 ， 他 将 面临 不 可 忽视 的 风险 。 如 果 选 择 
第 二 个 策略 ， 他 将 借入 C(0) 储 31. 818 2 美元 购买 期 权 。 在 时 间 1， 他 将 
归还 35 美元 结 清 贷款 ， 并 利用 期 权 购 买 股 票 ， 购 买 1 股 的 成 本 将 是 


135 如 果 股 票 上 涨 
75 如果 股 票 下 跌 


比较 这 两 个 策略 ， 显 然 ， 与 选择 第 一 种 策略 相 比 ， 选 择 第 二 种 策略 的 风 


sy -CD +51 





险 较 低 。 


练习 1. 11 
如 果 用 购买 1 股 的 成 本 的 标准 差 度量 风险 ， 计 算 使 用 期 权 和 不 使 
用 期 权 的 风险 : (a) 加 一 0.25; (b) p==0.5; (c) p==0.75。 


练习 1. 12 
证 明 无 论 概率 0 二 p=1 为 何 值 ， 含 有 期 权 的 策略 的 风险 (用 购 
买 1 股 的 成 本 与 标准 差 度量 ) 是 没有 期 权 的 策略 的 风险 的 一 半 。 


如 果 购 买 两 个 期 权 ， 风 险 将 降 为 零 ， 即 
S(1) 一 2XC(1) 十 70= 二 110 概率 为 1 


这 个 策略 等 价 于 远 期 合约 多 头 ， 因 为 股票 远 期 价格 恰 是 110 美元 ( 见 1.5 
节 )。 它 还 等 价 于 今天 借 100 美元 购买 1 股 股票 ， 在 时 间 1 归还 110 美元 
结 清 贷款 。 

我 们 在 第 9 章 论述 金融 工程 时 将 讨论 各 种 利用 期 权 管理 风险 一 “ 例 
如 增加 或 者 减少 风险 ， 研 究 复杂 的 风险 暴露 ， 构 造 回 报 模式 以 处 理 投资 
者 的 特殊 需要 一 一 的 方法 。 


18 及 吉 总 尖 放 从 全 总 家 字 





无 风险 资产 


货币 的 时 间 价 值 
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在 现实 生活 中 ， 一 年 以 后 获得 的 100 美元 的 价值 要 少 于 今天 的 100 
美元 ， 其 主要 原因 是 ， 将 来 得 到 的 或 者 在 固定 期 限 账户 中 的 货币 不 能 现 
在 花费 ， 因 此 人 们 希望 补偿 延期 消费 。 另 外 ， 在 此 期 间 ， 价 格 可 能 会 上 
涨 ， 与 现在 相 比 ， 货 币 没有 相同 的 购买 力 。 总 之 ， 总 存在 风险 ， 尽管 风 
险 很 小 ， 对 货币 影响 甚 微 。 无 论 何 时 ， 未 来 的 支付 在 某 种 程度 上 具有 不 
确定 性 ， 以 至 于 今天 的 价值 将 缩减 以 补偿 风险 。( 而 在 本 章 中 ， 我 们 考虑 
不 受 这 种 风险 影响 的 情况 .) 作为 无 风险 资产 的 典型 例子 ， 我 们 将 考虑 银 
行 存款 和 债券 。 

货币 时 间 价值 变化 的 方式 在 金融 学 中 是 具有 基础 性 的 重要 的 复杂 问 
题 。 我 们 在 本 章 中 将 主要 研究 两 个 问题 : 

® 什么 是 今天 借 人 的 或 投资 的 金额 的 终 值 ? 

e 什么 是 未 来 某 个 时 间 支 付 的 或 收 到 的 金额 的 现 值 ? 
答案 取决 于 多 种 因素 ， 我 们 将 在 本 章 讨论 ， 这 个 论题 称 为 货币 的 时 间 
价值 。 





2. 1.1 单 利 
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假设 一 定量 的 资金 存 人 银行 账户 ， 将 得 到 利息 (interest)。 这 个 投资 
的 终 值 为 初始 的 存款 一 一 称 为 本 金 ， 用 已 表示 一 一 再 加 上 从 货币 存 人 银 
行 时 开始 计算 的 利息 。 

首先 ， 我 们 考虑 利息 仅 由 本 金 产生 的 情况 ， 且 在 投资 期 内 本 金 不 变 。 
例如 赚 得 的 利息 以 现金 的 方式 支付 ， 利 息 存在 另外 的 账户 ， 不 产生 利息 ， 
或 者 某 个 更 长 的 期 限 之 后 ， 存 人 原来 的 账户 。 

一 年 以 后 ， 赚 得 的 利息 为 >P， 这 里 ~ 二 0 是 利率 ， 这 个 投资 的 价值 
变 为 V(1) 一 P 十 rP 一 (1 十 已。 两 年 以 后 ， 这 个 投资 增长 为 V(2) = 二 (1 十 
2r)P。 我 们 现在 考虑 一 个 分 数 年 ， 一 般 是 按 天 计算 利息 ，1 天 得 到 的 利 


息 为 3657p。nn 天 以 后 的 利息 为 [xP， 于 是 投资 的 总 价值 变 就 为 v( 租 )= 





[tr 这 导出 下 面 的 单 利 (simple interest) 公式 ， 对 于 在 时 间 : 
的 投资 价值 Ci) ， 有 
V(D) 一 (1 十 tr)P (2. 1) 


式 中 ， 时 间 : 以 年 为 单位 ， 可 以 是 任意 的 非 负 实数 ， 见 图 2 一 1。 特 别 地 ， 
显然 有 等 式 V(0) 一 忆 成立 ，1 十 二 称 为 增长 因子 (growth factor) 。 这 里 
我 们 假设 利率 7 是 常数 。 如 果 在 时 间 *， 而 不 是 在 时 间 0 投资 的 本 金 为 
P， 那 么 在 时 间 :三 的 价值 为 


VD = (DP (2.2) 


V(7) 





0 0.5 各 


图 2 一 1 利率 为 10% 的 本 金 产 生 的 单 利 (r=0.1, P=1) 
本 书 中 的 时 间 单 位 为 年 。 我 们 会 将 其 他 单位 的 期 限 (天 、 周 、 月 ) 转换 


成 分 数 年 。 


20 人 * 金融 数学 
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例 2.1 
考虑 一 笔 150 美元 、 持 有 20 天 的 存款 ， 按 利率 8% 产 生 单 利 。 于 是 ， 


可 知 :二 如，- = 0.08。20 天 以 后 ,存款 将 增长 为 V ( 引 5) 一 


20 ~ 元 
(Xe 08) X156 衬 150. 66 美元 。 


在 时 间 s 开始 投资 于 时 间 上 到 期 的 投资 的 收益 率 ， 我们 用 K(s, zt) 
表示 。 收 益 率 K(s，t) 可 以 由 下 式 给 出 ， 即 


V(t)—V(s) 
V 


K(s, t) 一 Cs) 


(2..3) 


在 单 利 的 情况 下 ,， 有 
K(s, 1) = (t—)r 


这 显然 可 以 由 式 (2.2) 得 出 。 特 别 地 ， 利 率 等 于 期 限 为 1 年 的 投资 的 收 
益 率 


KO, 1)=r 


作为 一 般 规则 ， 利 率 总 是 以 1 年 为 期 限 。 这 样 容易 比较 两 个 不 同 的 投资 ， 
与 实际 的 投资 期 限 无 关 。 而 收益 率 既 与 利率 又 与 投资 时 间 的 长 度 有 关 。 


练习 2.1 
将 9 000 美元 存 人 银行 账户 2 个 月 〈61 天 )， 按 单 利 计算 。 期 末 
终 值 为 9 020 美元 。 计 算 利率 ”~ 和 这 个 投资 的 收益 率 。 


练习 2.2 
如 果 你 要 求 的 收益 率 为 2%， 未 来 某 个 时 间 收 入 1 000 美元 , 今 
天 你 会 支付 多 少 ? 


练习 2.3 
将 800 美元 存 人 银行 账户 ， 按 单 利 计算 。 期 末 终 值 为 830 美元 。 
如 果 利 率 为 9% ， 需 要 存 入 多 长 时 间 ? 计算 这 个 投资 的 收益 率 。 


练习 2. 4 
将 一 笔 资 金 存 人 银行 账户 ， 按 单 利 计算 ， 利 率 为 8%，3 个 月 
(91 天 ) 后 为 1 000 美元 ， 计 算 本 金 。 


最 后 的 练习 涉及 一 个 重要 的 一 般 性 问题 ， 给 定 在 时 间 t 的 价值 ， 计 算 
初始 金额 。 在 单 利 的 情况 下 ， 利 用 式 (2. 1) 容易 计算 出 本 金 ， 于 是 有 





V(0) 一 V(D +r (2.4) 
这 个 数值 称 为 现 值 或 者 V(t) 的 折 现 值 ，(1 十 rt) 为 折 现 因子 。 


例 2.2 

永 续 债券 (perpetuity) 是 在 相等 的 时 间 间 隔 ， 固 定金 额 的 支付 序 
列 ， 并 且 连 续 地 永久 支付 。 例 如 ， 支 付 金 额 为 C， 一 年 支付 一 次 ，C 是 第 
一 次 支付 的 应 付款 ， 这 可 以 以 常数 利率 ~ 在 银行 存款 


P=C 


r 


得 到 。 这 样 的 存款 将 产生 每 个 支付 金额 为 C=rP 的 利息 序列 。 


实际 上 ， 单 利 只 用 于 短期 投资 以 及 特定 类 型 的 贷款 和 存款 。 用 它 来 
描述 长 期 的 货币 价值 是 不 适用 的 。 在 多 数 情况 下 , 已 经 获得 的 利息 可 以 
再 投资 生产 更 多 的 利息 ， 产 生 的 收益 比 由 式 (2. 1) 得 出 的 收益 更 多 。 下 
面 我 们 将 详细 分 析 。 


2.1.2 按期 复合 
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首先 ， 假 设 在 银行 账户 的 存款 金额 为 P， 利率 + 二 0 为 常数 。 与 单 利 
的 情况 相 比 ， 我 们 假设 获得 的 利息 定期 地 加 入 本 金 中 ,例如 1 年 、 半 年 、 
1 个 季度 、1 个 月 、1 周 甚至 1 天。 这样， 不 仅 原来 的 本 金 产 生 利息 ， 而 
且 利 息 也 产生 利息 ， 下 面 我 们 将 论述 离散 或 按期 复合 的 情形 。 


例 2.3 

在 按 月 计算 的 情况 下 ， 第 一 次 支付 利息 是 在 1 个 月 以 后 ， 利 息 为 元， 
本 金 增加 到 (1 十 吾 ) P， 将 在 以 后 产生 利息 。 下 一 次 利息 支付 的 金额 为 
副 (1 十 毒 )P， 资 本 将 变 成 (1 十 吾 ) P; 1 年 以 后 将 变 成 (1 十 把 ) Pi 
个 月 之 后 变 成 (1 十 否 ) P， :年 以 后 变 成 {1 十 五】 P。 最 后 的 公式 允许 
等 于 月 的 整数 倍 ， 即 证 的 倍数 。 


一 般 说 来 ， 如 果 每 年 支付 mm 次 利息 ， 则 两 次 支付 的 时 间 间 隔 按 年 计 
算 将 是 坟 年 。 第 一 次 支付 利息 是 在 时 间 工 。 每 一 次 利息 支付 都 将 因子 
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(1 十 天 ) 加 入 本 金 。 假 设 利率 保持 不 变 ，: 年 以 后 ， 原 来 的 本 金 已 将 变 成 
VW = (1+) P 大 


因为 在 这 期 间 有 tm 次 利息 支付 。 在 式 〈2. 5) 中 ，: 必须 是 二 的 整数 倍 ， 


(1+ 天 】 是 增长 因子 。 


有 时 ， 在 利息 支付 的 瞬间 需要 知道 投资 的 准确 价值 。 特 别 地 ， 这 可 
能 需要 在 非 利息 支付 日 结算 账户 。 例 如 ， 假 如 以 利率 12% 按 月 结算 ，100 
美元 储蓄 10 天 以 后 的 价值 是 多 少 ? 一 个 可 能 的 答案 是 100 美元 ， 因 为 第 
一 次 支付 将 会 在 一 个 整 月 之 后 ， 这 启发 我 们 将 式 (2. 5) 扩展 到 任意 的 : 


值 ， 其 方法 是 通过 阶梯 函数 ， 其 步 长 是 期 限 的 二 ， 如 图 2 一 2 所 示 。 随 


后 ， 在 注 2. 6 我们 将 看 到 利用 式 (2. 5) 的 右边 对 所 有 的 t 宇 0 与 无 套利 原 
则 一 致 的 扩展 。 


V(t) 


t( 年 ) 





图 2 一 2 以 10% 利 率 按 年 复合 (m= 二 1, r=0.1, P=1) 


练习 2.5 
以 利率 6% 按 天 产生 利息 ， 多 长 时 间 资 本 可 以 翻 倍 ? 


练习 2.6 
如 果 存 款 按 年 复合 计 息 10 年 以 后 翻 倍 ， 计 算 利率 是 多 少 ? 


练习 2.7 
计算 并 比较 利率 为 0%，100 美元 储蓄 2 年 以 后 的 终 值 ; 
(a) 按 年 复合 ;(b) 按 半年 复合 。 


命题 2.1 
参数 m,，t,r 或 者 P 中 的 任意 参数 增加 ， 其 他 参数 不 变 ， 则 终 值 


V(z) 增加 。 

证 明 

由 式 (2.5) 可 知 ， 如 果 t,，r 或 者 P 增加 ， 则 V(t) 增加 。 为 证 明 
V(z) 会 随 着 m 的 增加 而 增加 ， 我 们 需要 验证 如 果 m 二 &， 则 


(ee) a 
显然 ， 上 式 可 简化 为 
0 
27 ”我们 可 以 直接 利用 二 项 式 公式 验证 ， 
1 一 工 (1 一 六 )x…x(1 一 2 ) 


m 7 
gt i 


= 


1 


yt 1— 
到 ( k 
ht | 


(I++ 天) =1+r+ 








去 1 十 ”十 











忆 1 十 十 
-0 


第 一 个 不 等 式 成 立 ， 是 因为 不 等 式 左边 的 每 一 项 不 大 于 不 等 式 右边 的 每 
一 项 。 第 二 个 不 等 式 是 正确 的 ， 是 因为 不 等 式 右边 的 和 式 比 左边 多 办 一 
非 零 〈 正 ) 项 ， 这 样 就 完成 了 证 明 。 口 


练习 2.8 
1 000 美元 存款 ， 利 率 为 15%， 按 天 复合 ，1 年 后 的 终 值 与 利率 
为 15. 5%， 按 半年 复合 ，1 年 后 的 终 值 各 为 多 少 ? 哪 一 个 更 多 ? 


练习 2.9 
假设 利率 为 12%， 按 年 复合 ，2 年 以 后 终 值 为 1 000 元 ， 计算 初 
始 投资 是 多 少 。 


练习 2. 9 提 及 在 应 用 离散 复合 时 ， 在 将 来 某 个 时 间 所 支付 金额 的 现 
值 问题 。 在 这 里 ，VY(z) 的 现 值 或 者 折 现 值 的 公式 为 
VOD =Vc)(I+ 工 ) “ 


> 
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数值 (1 十 二) “为 折 现 因子 。 


注 2.1 
对 固定 投资 的 最 终 价值 (ti) ， 命 题 2. 1 的 一 个 直接 的 推论 是 ， 如 果 
其 他 因子 保持 不 变 ， 而 因子 +，i，m 中 的 一 个 或 多 个 减少 ， 则 现 值 增 加 。 


练习 2. 10 
假设 在 存款 期 限 内 利率 为 5%， 计 算 100 年 以 后 收 到 的 100 000 
美元 的 现 值 : (a) 按 天 复合 ; (b) 按 年 复合 。 


给 定 将 来 某 个 固定 时 间 开 的 价值 VCT) ， 我 们 常常 要 计算 在 时 间 0 一 
t 二 本 的 投资 的 价值 V(t:)。 这 可 以 由 计算 VCT) 的 现 值得 出 ， 取 V(T) 
作为 本 金 ， 投 资 到 时 间 :， 复 合 频率 为 m， 利 率 为 -， 显 然 有 


) 一 (T 一 D)m 


V(iD) = OH V(T) (2. 6) 


为 计算 按期 复合 产生 利息 的 存款 的 收益 率 ， 我 们 利用 公式 (2. 3)， 有 


V(D—V(s) 


K(s, t) VC 


一 (1 十 翅 )cor 一 1 
m 
特别 地 ， 


ko 二 


m 


这 就 提供 了 一 种 给 定 收益 率 计 算 利率 的 简单 的 方法 。 


练习 2. 11 
计算 r= 二 10%， 按 月 复合 的 一 年 的 收益 率 。 


练习 2. 12 
如 果 复 合 频 率 m 二 1， 利 率 r 和 收益 率 K(0，1) 哪 一 个 更 大 ? 


注 2.2 
如 果 是 按期 复合 ， 则 存款 的 收益 率 是 不 可 加 的 。 为 简单 起 见 ， 假 设 


天 (0， 1) 一 开 (1， 2) 一 7 
K(0, 2)= (1+r)’—1=2r+r 


显然 有 天 (0，1) 十 民 (1，2) 天 天 (0，2) 。 


2. 1.3 支付 流 
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年 金 是 金额 固定 、 时 间 间 隔 相等 的 有 限 的 支付 序列 。 假 设 金额 为 C 
的 支付 每 年 支付 一 次 (连续 n 年 ， 第 一 次 是 在 一 年 以 后 )。 假 设 按 年 复 
合 ， 我 们 计算 该 支付 流 的 现 值 。 我 们 先 计算 出 所 有 支付 的 现 值 ， 然 后 相 
加 ， 于 是 有 


C CG C C 
Tr ft oat ttar 
为 方便 ， 我 们 引入 下 列 符号 


PA BS- 二 .站 ens (2.7) 


1 1 
l+r (tr) C+) 
式 (2.7) 称 为 年 金 的 现 值 因 子 。 可 以 将 年 金 的 现 值 表示 为 简单 的 形 
式 ， 即 
PA(r, n) XC 


表达 式 PA(r，n) 可 以 用 下 列 公式 简化 


4 十 ga 十 qza 十 … 十 oila 一 a WE 





考虑 情况 a 二 了 十-，g 一 了 十-， 于 是 有 


Batps We=1= Ch (2. 8) 


r 


注 2.3 
注意 ， 初 始 银行 存款 


到 EC 
"PAM DOT te 


以 利率 按 年 复合 产生 每 次 支付 为 C 的 n 年 支付 序列 。 存 款 C(1 十 7) -1 一 
年 以 后 将 增加 为 C， 这 恰 是 第 一 次 支付 的 年 金 。 存 款 C(1 十 r) 两 年 以 后 
变 为 C， 为 第 二 次 年 金 支付 。 如 此 继续 下 去 ， 存 款 C(1 十 ) 将 是 年 以 
后 的 最 后 一 次 年 金 支 付 。 


例 2.4 
考虑 一 个 1 000 美元 的 贷款 分 5 年 等 额 分 期 偿付 的 情况 。 分 期 偿付 包 


26 和 * 金融 数学 





31 


括 两 部 分 ， 未 偿还 的 金额 按 利率 15% 计 算 的 利息 和 贷款 部 分 。 这 种 类 型 
的 贷款 称 为 分 期 偿还 贷款 (amortised loan) 。 每 年 偿还 的 金额 为 


1 000 这 
PACS%, 5 32 
这 是 因为 ， 从 贷款 人 的 角度 看 ， 这 种 贷款 等 价 于 年 金 。 


练习 2. 13 
接 例 2.4 回答 ， 每 次 分 期 偿还 的 利息 金额 是 多 少 ? 每 次 分 期 偿 
还 的 贷款 是 多 少 ? 每 次 分 期 支付 以 后 贷款 的 余额 是 多 少 ? 


练习 2. 14 
如 果 利 率 为 18% ， 每 年 年 末 你 能 承受 的 支付 是 10 000 美元 ， 你 
想 在 10 年 内 还 清 贷款 ， 你 能 借 多 少 ? 


练习 2. 15 
假设 你 想 要 在 每 年 年 末 存 款 1 200 美元 ， 持 续 40 年 ， 按 常数 利 
率 5% 按 年 复合 ， 计 算 40 年 以 后 的 余额 。 


练习 2. 16 

假设 你 借 了 一 笔 100 000 美元 的 住房 抵押 贷款 ， 每 年 等 额 分 期 偿 
还 ，10 年 还 清 ， 每 次 还 款额 由 支付 的 余额 部 分 的 利息 额 加 上 归 
还 借款 余额 部 分 构成 。 如 果 你 决定 8 年 以 后 还 清 贷款 ， 除 了 第 8 
年 的 分 期 付款 之 外 ， 你 还 需要 支付 多 少 ? 假设 在 贷款 期 限 内 以 
利率 6% 按 年 复合 。 


前 面 提 到 ， 永 续 年 金 是 在 每 年 末 发 生 的 固定 金额 的 无 限 支 付 序列 。 
当 n 一 co 时 ， 永 续 年 金 的 现 值 公式 可 由 式 (2. 7) 取 极 限 得 到 ， 于 是 有 


SE OI CS SC 
limPA(r, 轨 XC 一 二 十 本 下 5 十 可 下 5 十 … 一 过 2.9) 


这 个 金额 是 几何 级 数 之 和 。 


注 2.4 
永 续 年 金 的 现 值 可 利用 例 2. 2 中 的 公式 给 出 ， 尽 管 按期 复合 用 单 利 
代替 。 这 两 种 情况 下 的 年 金 支付 C 精确 地 等 于 全 年 利息 收入 ， 保 持 下 一 


年 利息 收入 的 金额 是 上 。 而 按期 复合 让 我 们 看 到 用 不 同 的 方法 可 以 得 到 
的 同样 的 支付 序列 。 永 续 年 金 的 现 值 被 分 解 成 如 式 (2. 9) 中 的 无 限 个 部 
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分 ， 每 一 个 产生 的 支付 都 是 C。 


注 2.5 

年 金 因子 公式 (2. 8) 用 如 下 方法 比较 容易 记忆 ， 利 用 永 续 年 金 公 
式 ，z 个 支付 为 C 一 1 的 序列 可 以 表示 成 两 个 不 同 的 永 续 年 金 的 差 ， 一 
个 从 现在 开始 ， 另 一 个 从 年 以 后 开始 ( 切 掉 永 续 年 金 的 尾部 ， 就 可 以 
得 到 年 金 )， 我 们 需要 计算 后 面 的 永 续 年 金 的 现 值 ， 这 可 由 折 现 因子 
(1 十 r) “得 到 ， 所 以 有 


下 9 2 
(1 二 rr)” r 


PA(r, n) = 圭一 二 x 
练习 2. 17 

计算 以 常数 利率 g 增长 的 形 如 C，C(1 十 g)，CG1 十 g)2，.…. 的 
无 穷 支付 序列 的 现 值 。 利 用 切 掉 尾 部 的 方法 计算 n 次 支付 的 现 
值 公式 。 


连续 复合 
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本 人 金 为 已 ， 利 率 > 二 0， 一 年 复合 m 次 的 终 值 公式 〈2. 5) 可 以 写 为 


V(iD) = [ee Pp 
令 m 一 co， 有 
V(D 一 erP (2. 10) 
式 中 ， 
ec 一 各 人 (+ 二) 
是 自然 对 数 的 底数 。 这 就 是 著名 的 连续 复合 ， 相应 的 增长 因子 为 er; 
V(z) 的 图 形 如 图 2 一 3 所 示 。 
VQ(2) 二 erP 的 导数 为 
VC) 一 rerP 一 rVC) 
在 连续 复合 的 情况 下 ， 增 长 率 与 当前 财富 成 比例 。 


当 频 率 m 很 大 时 ， 式 (2. 10) 是 按期 复合 的 很 好 的 近似 ， 它 更 简单 
并 且 比 按期 复合 公式 更 适用 。 


练习 2. 18 
1 000 000 美元 存款 按 利率 10% 连 续 复合 ， 多 长 时 间 可 以 得 到 1 
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V(t) 


1 


1( 年 ) 
0 5 10 他 20 


图 2 一 3 以 10% 利 率 连 续 复合 (+r 三 0.1, P= 三 1) 


美元 利息 收入 ? 


练习 2. 19 

1626 年 ， 新 尼 德 兰 (New Netherland) 的 统治 者 彼得 . 米 纽 伊 
特 〈Peter Minuit) 从 印第安 人 手 里 购买 曼哈顿 岛 ， 用 玻璃 球 、 
毛 织 品 和 小 装饰 品 支付 ， 价 值 24 美元 ， 计 算 这 笔 钱 在 2000 年 
的 价值 : (a) 利率 5%% 连 续 复合 ，(b) 利率 5% 按 年 复合 。 


命题 2. 2 

假设 本 金 P 和 利率 r 相同 ， 则 与 任意 频率 m 的 按期 复合 相 比 ， 连 续 
复合 的 价值 更 高 。 

证 明 

只 须 验 证 


[| 


因为 序列 (1 十 二 】 是 递增 的 ， 并 且 当 zm mco 收 剑 于 。， 所 以 不 等 式 成 立 。 
口 


练习 2. 20 
利率 为 10%，100 美元 储蓄 1 年 以 后 按 月 复合 和 连续 复合 的 差 是 
多 少 ? 如 果 要 使 差额 小 于 0. 01 美元 ， 按 期 复合 的 频率 是 多 少 ? 


在 连续 复合 之 下 ， 现 值 可 由 下 式 给 出 


V(0) 一 V(iDe 
在 这 种 情况 下 ， 折 现 因 子 为 e* ， 给 定 终 值 VCT) ， 于 是 有 


第 2 章 无 风险 资产 p29 





VC 一 er 2V(CT) 《2.11) 


练习 2. 21 

34 假设 以 利率 6% 连 续 复 合 ， 计 算 20 年 以 后 得 到 的 1 000 000 美元 
的 现 值 。 
练习 2. 22 


假设 950 美元 连续 复合 半年 后 的 终 值 是 1 000 美元 ,计算 利率 。 


与 按期 复合 情况 相同 ， 对 于 连续 复合 情况 ， 由 式 (2. 3) 定义 的 投资 
收益 K(s，z) 也 是 不 可 加 的 。 为 方便 起 见 ， 我 们 引 人 对 数 收 益 率 


A 
k(s, 1) = 1n Vs) (2. 12) 





命题 2.3 
对 数 收益 率 是 可 加 的 ， 即 


kls, 1)+k(t, u) =k(s, u) 
证 明 
由 式 (2. 12) 容易 得 出 ， 


WE ,Vy 
Vs 十 mn ve) 

VCDVGO _ VOD 

VO VG In Ves) 一 AS，z) 口 


k(s, DCE; u) 一 ln 














= ]n 


如 果 V(z) 由 式 (2.10) 给 出 ,， 则 RCs, t)==r(t 一 s)， 这 容易 得 出 利率 


Gy 

"os 

练习 2. 23 

假设 以 利率 3% 连 续 复合 ， 投 资 2 个 月 的 对 数 收 益 为 3%， 计 算 
利率 。 


2. 1.5 如何 比较 复合 方法 


35 我 们 已 经 注意 到 ， 如 果 利 率 和 初始 本 金 相 同 ， 与 不 频繁 复合 相 比 ， 
频繁 复合 产生 的 终 值 更 高 。 假 设 初始 本 金 相同 ， 我 们 将 考虑 一 种 复合 方 
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法 将 会 比 另 一 种 方法 产生 相同 或 者 更 高 的 终 值 的 一 般 情况 。 


例 2.5 

假设 存在 一 个 承诺 一 年 以 后 支付 120 美元 的 凭证 ， 现 在 可 以 买 人 或 
卖 出 该 凭证 ， 也 可 以 在 本 年 期 间 任 意 时 间 以 100 美元 买卖 ， 在 按 年 复合 
之 下 ， 与 常数 利率 20% 一 致 。 如 果 一 个 投资 者 决定 买 人 该 凭证 ， 半 年 以 
后 卖 出 ， 卖 出 的 价格 是 多 少 ? 假设 为 110 美元 ,通常 推测 是 将 年 利润 20 
美元 二 等 分 。 可 是 这 个 价格 太 高 ， 会 产生 如 下 的 套利 策略 : 

@ 借入 1 000 美元 以 每 份 100 美元 买 人 10 份 凭证 。 

@ 6 个 月 以 后 ， 以 每 份 110 美元 卖 出 10 份 凭证 ， 以 每 份 100 美元 的 
价格 买 人 11 份 新 赁 证， 余额 变 成 零 。 

@ 另 一 个 6 个 月 以 后 ， 以 每 份 110 美元 的 价格 卖 出 11 份 凭证 ， 在 当 
天 获得 1 210 美元 ， 支 付 1 200 美元 还 清 贷 款 的 本 息 ，10 美元 余额 是 套利 
利润 。 

另 一 个 相似 的 论断 证 明 ，6 个 月 以 后 凭证 的 价格 不 可 能 太 低 ， 例 如 
109 美元 。 

6 个 月 以 后 凭证 的 价格 与 半年 复合 利率 相关 ， 如 果 这 个 利率 为 >， 则 


价格 为 100(1 十 亏 ) ， 反 之 亦 然 。 如 果 相 应 的 1 年 的 增长 因子 (1 十 亏 】 等 
于 按 年 复合 的 增长 因子 1. 2， 即 


2 
CH 一 1.2 
则 套利 不 会 发 生 。 由 此 得 到 > 六 0. 190 9 或 者 19. 09%。 如 果 是 这 样 的 话 ， 
6 个 月 以 后 凭证 的 价格 应 该 是 100 (1 十 区 2) 宕 109. 54 美元 。 


这 个 想法 基于 固定 期 限 的 增长 因子 的 考虑 ， 一 般 是 1 年 ， 可 以 用 于 
比较 两 种 复合 方法 。 


定义 2.1 

如 果 1 年 期 限 相应 的 增长 因子 是 相同 的 ， 则 我 们 说 两 个 复合 方法 是 
等 价 的。 如果 一 个 增长 因子 超过 另 一 个 增长 因子 ， 则 我 们 认为 前 一 种 复 
合 方法 更 好 。 


例 2.6 
以 利率 10%% 按 半年 复合 等 价 于 以 利率 10. 25% 按 年 复合 ， 实 际 上 ， 
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前 者 的 1 年 增长 因子 为 
(1+ 野 ) =1. 102 5 


与 后 者 的 增长 因子 是 相同 的 ， 两 个 都 好 于 9% 的 按 月 复合 ， 其 1 年 的 增长 
因子 仅 为 


(1+ 委 下 ) 1.093 8 


我 们 能 够 利用 重新 计算 利率 从 一 个 复合 方法 转换 到 另 一 个 等 价 的 复 
合 方法 。 在 本 章 的 余下 部 分 ， 我 们 将 从 按 年 复合 或 者 连续 复合 中 选择 
其 一 。 


练习 2. 24 
计算 连续 复合 等 价 于 以 利率 12% 按 月 复合 的 利率 。 


练习 2. 25 
计算 等 价 于 利率 为 21% 年 复合 的 利率 为 20% 的 按期 复合 频率 。 


不 比较 增长 因子 ， 而 比较 如 下 定义 的 有 效 利率 常常 更 为 方便 。 


定义 2.2 

对 于 给 定 的 以 ~ 为 利率 的 复合 方法 ， 有 效 利率 ~ 为 1 年 期 按 年 复合 
之 下 的 给 出 相同 增长 因子 的 利率 。 

特别 地 ， 在 频率 为 m 和 利率 为 > 的 按期 复合 情况 下 ， 有 效 利率 7. 
满足 


(1+) =1+r. 


在 以 为 利率 的 连续 复合 情况 下 ， 有 
er 一 1 十 ”~ 


例 2.7 
在 利率 为 10% 的 按 半 年 复合 的 情况 下 ， 有 效 利率 为 10.25%， 见 
例 2.6。 


命题 2.4 

当 且 仅 当 相应 的 有 效 利率 r。 和 相等 ， 即 x. 二 x/ 时 ， 两 个 复合 方法 
是 等 价 的 。 当 目 仅 当 xr. 二 rt 时 ， 以 x. 为 有 效 利率 的 复合 方法 好 于 另 一 个 
方法 。 


32 Bp pe i 


金融 学 译 从 "金融 数学 





38 


证 明 
这 是 因为 一 年 的 增长 因子 分 别 为 1 十 r。 和 1 十 re。 口 


例 2.8 
在 练习 2. 8 中 ， 我 们 已 经 看 到 利率 为 15% 的 按 天 复合 利率 好 于 利率 
为 15. 5% 的 按 半年 复合 利率 。 相 应 的 有 效 利率 x。 和 可 以 由 下 面 的 公式 
计算 出 : 
1 (+) =1. 161 8 
je (1+2 和) =1. 1610 


这 意味 着 ，r。 大 约 为 16. 18% ; r+ 大约 为 16. 10% 。 


注 2.6 
回想 按期 复合 公式 〈2.5)， 即 
VO)= (1+) 'P 


时 间 间 隔 t 只 允许 为 复合 期 二 的 整数 倍 ， 类 似 于 例 2. 5 的 论证 。 初 始 值 为 


P 且 在 任意 时 间 : 之 0 的 无 套利 价值 应 当 为 (1 十 二 】 尸 。 因 此 式 (2.5) 
的 一 个 合适 的 扩展 是 ， 公 式 的 右边 适用 于 任意 :之 0， 而 不 考虑 :是否 为 
去 的 整数 倍 。 从 现在 开始 我 们 将 总 是 利用 这 个 扩展 。 
利用 有 效 利率 r.， 终 值 可 以 写 为 
V(2)= (+r)'P 
对 所 有 + 之 0， 这 可 以 应 用 于 连续 复合 以 及 在 注 2.6 中 的 任意 时 间 的 按 其 
复合 。 命 题 2. 4 暗含， 给 定 相 同 的 初始 本 金 、 等 价 的 复合 方法 ， 对 所 有 


的 时 间 :之 0 将 产生 相同 的 终 值 。 类 似 地 ， 如 果 一 个 复合 方法 优 于 另 一 个 
复合 方法 ， 对 于 所 有 的 时 间 :二 0， 前 者 将 产生 更 高 的 终 值 。 


注 2.7 

单 利 没有 相应 的 比较 复合 方法 的 功能 。 在 单 利 情况 下 ， 终 值 V(1) 为 
时 间 z 的 线性 函数 。 而 无 论 应 用 按期 复合 利率 还 是 连续 复合 利率 ， 都 是 指 
数 函 数 。 且 这 样 的 函数 图 形 之 间 最 多 有 两 个 交点 ， 于 是 对 于 所 有 的 1 宇 0， 
它们 之 中 的 一 个 图 形 不 可 能 与 男 一 个 图 形 相同 (除了 零 本 金 的 情况 )。 


练习 2. 26 
连续 ?年 ， 月 支付 金额 为 C 的 年 金 的 现 值 是 多 少 ? 用 有 效 利率 


2. 记 


和 这 | 


re 回答 。 


练习 2.27 
每 两 个 月 支付 金额 为 C 的 永 续 年 金 的 终 值 是 多 少 ? 用 有 效 利率 
re 回答 。 


货币 市 场 
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货币 市 场 (money market) 由 无 风险 (更 精确 的 说 法 是 无 违约 ) 证 
券 构 成 。 例 如 债券 ， 它 是 一 种 金融 证 券 ， 该 证 券 承诺 对 持 有 者 支付 有 保 
障 的 未 来 的 支付 序列 。 无 风险 意味 着 这 些 支付 具有 确定 性 〈 不 过 ， 在 这 
种 情况 下 ， 风 险 还 是 不 能 完全 避免 ， 因 为 这 些 证 券 的 市 场 价格 的 波动 不 
可 预测 ， 见 第 10 章 和 第 11 章 )。 债 券 的 种 类 很 多 ， 例 如 短期 国债 和 中 期 
国债 、 国 库 券 、 抵 押 贷 款 和 公司 债券 、 商 业 票 据 以 及 有 各 种 各 样 特殊 约 
定 的 其 他 债券 ， 这 些 约定 涉及 发 行 机 构 、 存 续 期 、 支 付 数量 、 舱 入 的 权 
利和 担保 等 。 


零 息 债 券 


最 简单 的 债券 是 零 息 债券 ， 它 仅 包含 一 次 支付 。 发 行 机 构 (例如 ， 
政府 、 银 行 或 者 公司 ) 承诺 对 交易 的 证 券 支 付 确定 的 金额 下 称 为 面值 。 
支付 的 日 期 为 到 期 日 。 通 常 而 言 ， 零 息 债券 的 期 限 为 1 年 ; 面值 为 某 一 
个 整数 字 ， 例 如 100。 实 际 上 ， 个 人 或 机 构 买 债券 相当 于 贷款 给 债券 的 发 
行者 。 

给 定 利率 ， 这 种 债券 的 现 值 就 很 容易 计算 。 假 设 面值 为 下 一 100 美元 
的 债券 1 年 后 到 期 ， 按 年 复合 利率 > 为 12%， 那 么 该 债券 的 现 值 应 该 为 


VY(0) 王 FI 十 mr) 一 储 89. 29 (美元 ) 


实际 上 ， 因 为 债券 可 以 自由 交易 ， 价 格 由 市 场 决定 ， 则 利率 可 以 由 
价格 推出 ， 即 


a a 
r= 70 1 (CZ 13 


式 (2.13) 给 出 了 隐 含 的 按 年 复合 利率 。 例 如 ， 面 值 为 100 美元 的 1 年 
期 债券 以 91 美元 交易 ， 那 么 隐 含 的 利率 为 9. 89%。 
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$1 


为 简单 起 见 ， 我 们 考虑 单位 债券 ， 其 面值 为 一 个 本 国货 币 单位 ， 即 
BT 

一 般 地 ， 债 券 可 以 在 到 期 日 之 前 的 任何 时 间 以 市 场 价格 卖 出 。 在 时 
间 + 的 价格 我 们 用 B(G，T) 表示 ， 特 别 地 ，B(0，T) 是 债券 在 时 间 0 的 
价格 ; B(T，T)==1 等 于 面值 。 可 以 利用 式 〈2.6) 和 式 〈2. 11) 两 式 中 
的 价格 确定 利率 ， 取 V(t)= 二 BC(t, T), V(T)==1。 例如， 按 年 复合 利率 满 
足 方 程 


BB Dt 


如 果 使 用 不 同 的 复合 方法 ， 上 一 公式 可 作 适 当 的 修改 。 使 用 频率 为 m 的 
按期 复合 ， 我 们 有 


i 


Blz, T= (eds 


在 连续 复合 的 情况 下 ， 利 率 满足 方程 
Blt, TD) 一 er 9 


当然 ， 这 些 不 同 的 隐 含 利率 〈implied rate) 是 等 价 的 ， 因 为 债券 的 价格 
不 取决 于 应 用 的 复合 方法 。 


注 2.8 

一 般 来 说 ， 隐 含 利率 依赖 于 交易 时 间 t 和 到 期 时 间 工 。 这 是 一 个 重要 
问题 ， 我 们 将 在 第 10 一 11 章 讨论 。 目 前 ,我 们 采用 简单 的 假设 ， 即 直到 
到 期 日 ， 利 率 保持 不 变 。 


练习 2. 28 
投资 者 支付 95 美元 买 人 面值 100 美元 、6 个 月 到 期 的 债券 ， 如 
果 利 率 保 持 不 变 ， 何 时 债券 的 价值 达到 99 美元 ? 


练习 2. 29 
利用 B(0.5，1) 王 0.945 5， 计 算 按 年 、 半 年 和 连续 复合 的 隐 含 
利率 。 


注意 ， 对 每 一 种 复合 方法 ，B(0，T) 为 折 现 因子 ; B(0，T) :为 增 
长 因子 。 不 借助 于 利率 计算 货币 的 时 间 价 值 ， 就 需要 使 用 这 些 增长 因子 。 
然而 ， 利 率 是 有 用 的 ， 因 为 利率 更 直观 。 对 于 一 般 的 银行 客户 ， 他 们 不 
清楚 花 92. 59 美元 购买 的 1 年 期 面值 为 100 美元 的 债券 等 价 于 存 期 为 1 
年 ， 收 益 率 为 8% 的 存款 。 





2.2.2 附 息 债 券 


如 


承诺 一 系列 支付 的 债券 称 为 附 息 债 券 (coupon bonds)。 一 系列 支付 
包括 到 期 日 支付 面值 和 定期 支付 息 票 ， 一 般 地 ， 债 券 利息 按 年 、 半 年 或 
者 季 支 付 ， 最 后 的 息 票 支付 在 到 期 日 。 利 率 是 常数 的 假设 允许 我 们 用 所 
有 未 来 支付 折 现 的 方法 计算 附 息 债券 价格 。 


例 2.9 

考虑 面值 下 一 100 美元 的 债券 ，5 年 到 期 ，T 王 5， 每 年 支付 息 票 C 一 
10 美元 ， 最 后 一 次 支付 是 在 到 期 日 。 这 意味 着 在 每 年 年 未 支付 的 序列 为 
10，10，10，10，110。 给 定 连续 复合 利率 >， 如 12%， 我 们 可 以 计算 出 
债券 的 价格 


Y(0) 一 10e "十 10e “十 10e-z 十 10ery 十 110e-s 信 90. 27 (美元 ) 





练习 2. 30 
假设 债券 面值 为 100 美元 ，4 年 到 期 ， 每 年 支付 息 票 C= 二 5 美 
元 ， 给 定 连续 复合 利率 ，(a) 8%，(b) 5%， 计 算 债券 的 价格 。 


练习 2.31 
作为 连续 复合 利率 ~ 的 函数 画 出 练习 2. 30 中 债券 的 价格 图 形 。 
当 r 二 0 时， 函数 值 是 什么 ? 当 r 一 oo 时 函数 的 极限 是 什么 ? 


例 2.10 
我 们 继续 研究 例 2, 9， 第 一 次 息 票 兑现 之 后 ， 债 券 变 为 4 年 期 债券 ， 
价值 为 


V(1) 二 10e "十 l0e “十 10e ”十 ll0e“ 衬 91.78 (美元 ) 
显然 ， 在 时 间 1 的 总 财富 为 
V(1)+C=V(0)e 
6 个 月 以 后 债券 的 价值 为 
V(1.5) 一 10e "十 10e 1 十 l0e 2 十 110e-as 关 97.45 (美元 ) 
4 年 以 后 ， 这 个 债券 变 成 零 息 债券 ， 面 值 为 110 美元 ， 价 格 为 
V(4) 一 110e 储 97. 56 (美元 ) 


一 个 投资 者 可 以 选择 在 到 期 日 之 前 的 任何 时 间 购 买 债券 ， 此 时 ， 债 
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券 的 价格 仍然 可 以 用 未 来 时 间 的 支付 折 现 计算 出 。 


练习 2. 32 
画 出 例 2. 9 和 例 2. 10 中 附 息 债 券 价格 作为 时 间 函 数 的 图 形 。 


练习 2.33 
在 例 2. 9 和 例 2. 10 中 ， 计 算 附 息 债 券 价 格 达到 95 美元 的 第 一 
时 间 。 


息 票 可 以 表示 为 面值 的 分 数 倍 。 假 设 息 票 按 年 支付 ， 我 们 将 记 为 
C 二 iF， 这 里 的 i 称 为 付 息 率 。 


命题 2.5 

按 年 支付 息 票 的 债券 ， 当 且 仅 当 债券 的 价格 等 于 它 的 面值 时 ， 付 息 
率 等 于 年 复合 利率 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 债券 按照 面值 卖 出 。 

证 明 

为 避免 符号 的 烦琐 ， 我 们 举例 证 明 。 假 设 利率 按 年 复合 ,，r = i， 考 
虑 面值 下 一 100 美元 的 债券 ，3 年 到 期 ， 工 = 3， 那 么 债券 的 价格 为 




















HG 
一 于 元 下 
rt 

反之 , 注意 

C G F+C 





IT7 GF tr 


为 7 的 一 一 对 应 函数 〈 实 际 上 ， 是 严格 的 减 函 数 )， 于 是 一 旦 它 恰好 等 于 
面值 ， 我 们 就 得 到 二 i。 口 


注 2.9 

如 果 债券 低 于 面值 卖 出 ， 意 味 着 隐 含 利率 高 于 付 息 率 (因为 当 利率 
上 升 时 ， 债 券 的 价格 是 下 降 的 )。 如 果 债 券 的 价格 高 于 面值 ， 意 味 着 利率 
低 于 付 息 率 。 在 债券 的 价格 由 市 场 决定 ， 并 且 显 示 利 率 水 平 变 动 的 情况 
下 ， 这 是 重要 的 信息 。 


练习 2. 34 
假设 债券 的 面值 下 二 100 美元 ， 年 息 票 C=- 8 美元, 期限 = 3 


年 ， 按 面值 交易 ， 计 算 隐 含 连续 复合 利率 。 


2.2.3 货币 市 场 账户 
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在 货币 市 场 投资 可 借助 于 金融 中 介 实 现 ， 一 般 来 说 ， 投 资 银行 可 以 
为 客户 买 人 或 卖 出 债券 〈 因 此 会 减少 交易 成 本 ) 。 投 资 者 的 无 风险 资产 头 
才 由 投资 者 的 银行 账户 的 水 平 〈level) 给 出 ， 为 方便 起 见 ， 我 们 将 这 个 
账户 看 做 是 可 交易 资产 。 实 际 上 果真 如 此 ， 因 为 债券 本 身 是 可 以 交易 的 。 
货币 市 场 的 多 头 是 买 资产 ， 即 投资 货币 ; 空头 是 借 货币 。 
首先 考虑 一 个 在 到 期 日 之 前 终止 的 零 息 债券 投资 。 投 资 在 货币 市 场 
A(O) 


上 的 初始 金额 为 A(0)，; 可 以 买 Bc0、 TI 方 份 债券 ; 在 时 间 *， 每 份 债券 的 
价值 为 

Blt, TD) 一 e T=erte T= eB(O, T) 
因此 ， 在 时 间 上 委 工 ， 这 个 投资 将 达到 


A(O) 


A(W = Bo0, 75 





Bl(t, T) = A(0)e” 


练习 2. 35 
如 果 B(0，1) 二 0.89， 计算 投资 于 零 息 债券 75 天 的 收益 率 。 


练习 2. 36 
6 个 月 债券 的 投资 收益 率 为 7% ， 计 算 隐 含 的 连续 复合 利率 。 


练习 2. 37 
以 B40，1) 二 0.92 的 价格 购买 的 债券 ， 多 少 天 以 后 产生 5% 的 
收益 ? 


在 债券 上 的 投资 存在 时 间 界 限 ， 它 将 在 债券 的 到 期 日 了， 以 A(T)= 
A(0)e” 终止。 为 扩展 超过 时 间 T 的 货币 市 场 头寸 ， 可 以 将 总 额 A(T) 重 
新 投资 于 在 时 间 发 行 的 债券 ， 到 期 日 T 二 >T。 取 A(T) 作为 初始 投 
资 ，T 为 开始 时 间 ， 于 是 有 


A(t) =A(T)e n= A(O0)er 


当 T<x <T 时 。 重 复 这 个 论证 ,我 们 实际 已 得 到 结论 一 一 在 货币 市 场 
上 的 投资 时 限 可 以 延长 到 投资 者 所 需要 的 长 度 ， 即 公式 


A(t) = A(0)e” (2. 14) 
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对 所 有 的 :之 0 成 立 。 


练习 2.38 

假设 1 美元 投资 于 1 年 以 后 到 期 的 零 息 债券 。 在 每 年 年 末 ， 重 
新 投资 于 同样 类 型 的 新 债券 。 第 9 年 年 末 将 购买 多 少 债券 ? 运 
用 隐 含 的 连续 复合 利率 回答 。 


延长 在 货币 市 场 的 投资 到 所 需 长 度 的 另 一 个 方法 是 ， 将 在 时 间 了 到 
期 的 任意 债券 的 面值 重新 投资 于 在 时 间 0 发 行 但 在 以 后 的 时 间 :二 代 到 期 
的 另 一 个 债券 。 以 初始 投资 A(0) 购买 在 时 间 工 到 期 的 单位 债券 ， 则 在 


时 间 人 我们 将 有 财富 全 < 7 。 这 时 ， 我 们 可 以 选择 一 个 在 时 间 + 到 期 ， 


在 时 间 工 的 价格 是 B(T，2) 的 债券 ， 则 在 时 间 :的 财富 将 是 
AhA(O0) A(0) | y 
Bo0, DBT, HD Bo, 5 Ae 
这 与 式 (2. 14) 相同 。 
最 后 ， 考 虑 附 息 债券 作为 在 货币 市 场 投资 的 工具 。 为 简单 起 见 ， 我 


们 假设 第 一 次 息 票 支付 C 在 1 年 以 后 。 在 时 间 0， 我 们 购买 代办 份 附 息 


债券 。1 年 以 后 ， 我 们 得 到 债券 利息 且 以 价格 V(1) 卖 出 债券 ， 得 到 的 总 
额 为 C+V(1) 二 V(0)e” ( 见 例 2. 10) 。 因 为 利率 是 不 变 的 ， 所 以 这 笔 货 
币 的 金额 是 确定 的 。 用 这 种 方法 我 们 就 构造 了 一 个 面值 为 V(0)e?， 在 时 
间 1 到 期 的 零 息 债券 。 这 意味 着 ， 前 面 得 出 的 关于 零 息 债券 的 方法 可 以 
应 用 于 附 息 债券 ， 对 于 A(z) 有 与 公式 (2. 14) 相同 的 结论 。 








练习 2.39 

1 000 美元 投资 于 5 年 到 期 、 面 值 100 美元 、 年 支付 利息 8 美元 
的 债券 ， 且 所 有 的 债券 利息 重新 投资 于 同 种 债券 。 假 设 债券 以 
面值 交易 ， 直 到 到 期 日 。 利 率 是 常数 。 计 算 每 一 个 投资 转换 年 
持 有 的 债券 数量 。 


正如 我 们 已 经 看 到 的 ， 在 利率 不 变 的 假设 之 下 ， 函 数 A(z) 不 依赖 于 
货币 市 场 账户 的 运行 方法 ， 也 就 是 既 不 依赖 于 投资 债券 类 型 的 选择 ， 也 
不 依赖 于 债券 到 期 日 扩展 方法 。 

在 本 书 的 大 部 分 章节 中 我 们 都 假设 A(:) 是 确定 的 和 已 知 的。 实际 
上 ， 我 们 假设 A(z) 三 e* ， 其 中 > 为 固定 利率 。 我 们 将 在 第 10 章 中 论述 可 
变 利率 ， 在 第 11 章 中 论述 随机 货币 市 场 。 





3. 1 


40 基 
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风险 资产 


任意 资产 的 未 来 价格 在 某 种 程度 上 是 不 可 预测 的 。 在 本 章 中 ,我 们 
集中 研究 有 代表 性 的 普通 股票 ， 尽 管 如 外 币 、 商 品 或 者 部 分 不 可 预测 的 
未 来 现金 流 可 能 也 被 考虑 。 市 场 价格 取决 于 在 不 确定 的 条 件 下 大 量 的 代 
理 人 作出 的 选择 和 决策 。 因 此 ， 可 以 认为 资产 价格 是 随机 的 。 不过， 在 
一 般 条 件 下 几乎 得 不 出 结论 。 因 此 ， 我 们 对 资产 价格 附加 一 些 特殊 条 件 ， 
其 目的 是 ， 一 方面 使 得 数学 模型 逼真 和 贴切 ， 另 一 方面 使 得 模型 容易 
处 理 。 


股票 价格 动态 


股票 在 时 间 : 的 价格 用 S(z) 表示 。 假 设 股票 价格 对 所 有 的 1 严格 为 
正 。 我们 取 :一 0 作为 当前 的 时 间 ，S(0) 是 当前 股票 价格 ， 它 对 所 有 投 
资 者 是 已 知 的 ;对 所 有 的 :之 0， 一 般 来 说 ， 将 来 的 股票 价格 SC) 是 未 
知 的 。 在 数学 上 ，S(z) 可 看 做 概率 空间 9 上 的 正 随机 变量 ， 即 


S(1): Q—>(0, 0) 


概率 空间 Q 由 可 能 的 价格 变动 状况 (scenarios) w EQ 构成。 在 时 间 1， 
如 果 市 场 状况 为 wEQ， 则 我 们 用 SC(:，w) 表示 在 时 间 1 的 价格 。 
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当前 的 股票 价格 S(0) 是 所 有 投资 者 都 知道 的 正 数 ， 但 可 以 认为 它 是 
常数 随机 变量 。 对 所 有 的 1 二 0， 未 知 的 将 来 价格 S(z) 是 非常 数 随机 变量 。 
这 意味 着 对 每 个 :二 0， 至 少 有 两 个 状况 w, 6EQ 使 得 S(t, w) 关 Slt, oO)。 

假设 时 间 按 离散 的 方式 推移 ，! 一 xzr， 其 中 站 一 0，1，2，3，…; 
为 固定 的 时 段 (time step)， 一 般 为 1 年 、1 个 月 、1 周 、1 天 ， 甚 至 是 用 
于 描述 疯狂 交易 的 1 分 或 1 秒 。 因 为 我 们 取 1 年 作为 测量 时 间 的 单位 ， 


所 以 1 个 月 对 应 于 r 一 训 ，1 周 对 应 于 + 一 南 ，1 天 对 应 于 r 一 了 5， 依 此 


类 推 。 

为 简化 符号 ， 我 们 用 SC0)，S(1)，S(2)，…，S(Cz) ，… 代 替 SCO)， 
SGCr)， SC2r)， i S(nr), 2 并 认为 n 和 nr 是 相同 的 。 实际 上 ， 这 种 
方便 的 做 法 已 被 许多 研究 时 间 依 赖 问题 的 学 者 采用 。 


例 3.1 

考虑 一 个 只 有 两 个 状况 的 市 场 ， 上 涨 或 者 下 跌 分 别 用 w， 和 ws 表示 。 
当前 股票 价格 为 10 美元 。1 年 以 后 ， 如 果 上 涨 ， 则 股价 为 12 美元 ， 如果 
下 跌 ， 则 股价 为 7 美元 。 在 这 种 情况 下 ，2 = {wl，w?}， 取 r* 王 1， 于 
是 有 


状况 S(0) SCl3 
wi( 上 涨 ) 10 12 
ws( 下 跌 ) 10 7 


例 3.2 
假设 有 三 个 可 能 的 市 场 状况 ， 人 一 {wi » W2» Ws }, 股票 价格 在 两 个 时 
段 取 如 下 值 


状况 S(0) S(1) S(2) 
wi 55 58 60 


这 些 股价 变动 可 以 用 树 来 表示 ， 见 图 3 一 1。 通 过 树 可 以 很 方便 地 将 
状况 和 路 径 对 应 起 来 ， 即 从 左边 单独 的 节点 〈 树 根 ) 到 最 右边 〈 树 梢 ) 。 


这 样 的 价格 变动 的 树 结构 很 容易 在 数学 模型 中 实现 。 


练习 3.1 
画 出 表示 例 3. 1 中 的 状况 和 价格 变动 的 树 。 








练习 3.2 


假定 股票 价格 在 任何 一 天 都 比 前 一 天 高 出 5% 或 者 降低 4%。 假 
设 今天 股票 价格 为 20 美元 ， 画 出 表示 未 来 3 天 可 能 的 股票 价格 
变动 的 树 ， 并 区 分 可 能 有 多 少 个 不 同 的 状况 。 
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3. 1. 1 收益 


为 了 方便 起 见 ， 用 收益 描述 股票 价格 SCn〉 的 动态 变化 。 假 设 股票 
不 支付 红利 。 
定义 3.1 


将 时 间 区 间 [n,m] (实际 上 是 [mr，zr]) 上 的 收益 率 或 简称 收益 
K(n，m)》 定义 为 随机 变量 ， 即 


_S(712) 一 SC2) 
K(n, m) 一 gd 


将 单个 时 段 [n 一 1，n] 上 的 收益 用 及 (n) 表示 ， 即 


K(m =K(n—1, n) = SD) 


S(n—1) 
可 以 推导 出 
S(D= Sn—1)(1+K(n)) Ca 1 
50 
例 3.3 
在 例 3.2 假设 的 情况 下 ， 假 定 收益 率 为 随机 变量 ， 则 收益 率 取 值 
如 下 : 
状况 K(1) KC2) 
wi 5.45% 3.45% 
os 5.45% 一 10.34%% 
ws —5. 45% 1. 92% 
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练习 3.3 
给 定 如 下 的 收益 率 并 假设 5(0) = 二 45 美元 ， 计 算 三 个 时 期 股票 的 
可 能 价格 ， 并 画 出 价格 变动 树 。 


状况 KOQ) K(2) K(3) 
wi 10% 5% —10% 
ws 5% 10% 10% 
ws 5% —10% 10% 


注 3.1 

如 果 股 票 在 时 间 n 支付 红利 div(n)， 那 么 收益 率 的 定义 将 会 修改 。 
当 有 红利 支付 时 ， 股 票 价格 将 会 降低 同样 的 数额 。 因 为 支付 红利 的 前 一 
天 决定 获得 红利 的 权利 ，S(n) 已 经 受到 影响 而 降低 。 因 为 一 个 投资 者 在 
时 间 ”一 1 购买 股票 S(n 一 1)， 在 时 间 nn 卖 出 股票 将 获得 SCn) 十 div(n)， 
因此 收益 率 应 为 


SD St dt) 
KW SG 一 1 


”练习 3.4 
如 果 在 每 个 时 段 末 支付 1 美元 红利 ， 将 练习 3. 3 进行 相应 的 
修改 。 


弄 清单 时 段 收 益 率 和 长 时 间 区 间 上 收益 率 之 间 的 关系 是 重要 的 。 


例 3.4 

假设 SC0) 王 100 美元 。 

1. 考虑 S(1) 二 110 美元 ，S(2) 王 100 美元 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 
K(0,，2) 二 0%，K(1)= 二 10%，K(2) 衬 一 9.09%， 单 时 段 收益 率 K(1) 和 
K(2) 之 和 为 正 ， 且 大 于 K(0，2)。 

2. 考虑 另外 一 种 情况 ，S(1) = 90 美元 〈 比 问题 1 低 )，S(2) = 100 
美元 (与 问题 1 一 样 )， 那么 K(1)== 一 10%，K(2) 宇 11.11%, 它们 之 
和 再 一 次 大 于 K(0，2)= 二 0%。 

3. 在 S(G1) 王 110 美元 ，S(2) = 二 121 美元 的 情况 下 ， 我 们 有 K(0, 2) = 
21%， 它 大 于 K(1) 十 K(2) =10% 十 10% 一 20%。 


练习 3.5 
用 练习 3. 3 的 数据 ， 计算 K(0，2) 和 天 (0，3)， 并 分 别 与 单 时 
段 收益 之 和 KK(1) 十 K(2)，K(1) 十 K(2) 十 K(3) 进行 比较 。 





注 3.2 

在 第 2 章 中 ， 我 们 已 经 论述 过 确定 性 收益 率 中 收益 率 的 不 可 加 性 ， 
强调 这 一 点 是 值得 的 ， 因 为 人 们 普通 将 过 去 收益 的 平均 值 作 为 对 将 来 收 
益 的 判断 ， 但 这 可 能 会 导致 对 信息 的 误解 。 例 如 ， 如 果 过 去 的 股票 价格 
有 波动 ， 收 益 率 会 被 高 估 ; 反之 则 会 被 低估 。 


命题 3.1 
单 时 段 收益 率 与 在 整个 期 限 上 收益 率 之 间 的 准确 的 关系 式 为 


l+K(ln, m)= (1+K(nt1)) (1+RGat2)) (1+K Cm)) 
证 明 
比较 下 面 两 个 关于 SC(m) 的 公式 


S(m)= S(n)(1+K(n, m)) 


和 
SC(m) 二 SCz) (1 十 开 (2 十 1))(1 十 慌 (z 十 2))…(1 十 玉 Czz)) 
这 两 个 公式 可 以 由 定义 3. 1 得 出 。 问 
52 练习 3.6 


假设 天 (1) 二 K(2)， 在 下 面 三 个 状况 下 ， 计 算 单 时 段 收益 率 。 


状况 SC0) S(2) 


练习 3.7 

假设 天 (1) 二 10% 或 者 一 10%; K(0，2) = 21%，10% 或 者 
一 1%。 计 算 可 以 使 得 K(2) 最 多 取 两 个 不 同 值 的 状况 可 能 的 
结构 。 


没有 可 加 性 常常 很 不 方便 。 受 第 2 章 中 对 无 风险 证 券 类 似 的 考虑 启 
发 ， 可 以 通过 引入 风险 证 券 对 数 收益 率 来 改变 这 种 状况 。 


定义 3.2 
在 时 间 区 间 [n,m] (更 准确 地 说 是 [zz ，zz]) 上 的 对 数 收 益 率 k(n， 
m) 是 由 下 式 定义 的 随机 变量 : 
44 Pp TT OE eR 
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_1. SC(m) 
k(n, m) 一 ]n Sen) 





单 时 段 对 数 收 益 率 可 以 简单 地 表示 为 k(n)， 即 


S(n) 
S(n—1) 





k(n)=k(n—l1, n)= 1n 


因此 ， 
S(n)=S(n—1)e™ (3. 2) 


收益 率 KK(m，n) 和 对 数 收 益 率 k(m，n) 之 间 的 关系 是 显而易见 
的 ， 可 由 比较 它们 的 定义 得 出 ， 即 


l+K(m, n) 一 et™® 
因此 ， 我们 可 以 实现 从 一 个 收益 率 到 另 一 个 收益 率 的 转换 。 


注 3.3 
如 果 股 票 在 时 间 nn 支付 红利 divCz) ， 且 相应 的 价格 为 SCz) ， 则 对 数 
收益 率 为 


1 SCz) 十 div(Cz) 
k(n)= ln I 


用 连续 的 单 时 段 对 数 收益 率 相 加 的 方法 即 可 计算 出 整个 时 期 的 收益 率 。 


练习 3.8 
对 例 3. 2 中 的 数据 ， 计 算 随机 变量 &(1),，k(2) 和 (0，2)， 并 
比较 &(C0，2) 和 (1) 十 &(2)。 


命题 3.2 
如 果 没 有 红利 支付 ， 则 


k(n, m) 二 k(n 十 1) 十 k(n 十 2) 十 … 十 k(m) 
证 明 
一 方面 ， 根 据 对 数 收 益 率 的 定义 ， 我们 有 
S(m) 一 S(n)et™™ 
男 一 方面 ， 反 复 地 利用 单 时 段 对 数 收益 率 ， 可 以 得 到 
S(m) = S(n) ert ekntD ,km — SCn) ert tntD) thm 


比较 这 两 个 表达 式 就 可 以 得 到 结论 。 口 


3. 1.2 期 望 收 益 


假设 收益 率 K 在 某 一 个 确定 区 间 上 的 概率 分 布 是 已 知 的， 那么 我 们 
可 以 计算 数学 期 望 下 (K)， 称 其 为 期 望 收益 。 


例 3.5 
假设 下 映 、 不 活跃、 上 涨 的 概率 分 别 为 了 、 去 、 博 。 如 果 我 们 预测 菜 
和 4 。 ”只 股票 在 这 些 状况 下 的 年 收益 率 分 别 为 一 6%、4%、30%， 那 么 年 期 户 


收益 为 
一 6%X 计 十 4%X 吉 十 30%X 二 二 8% 
练习 3.9 


假设 下 跌 、 不 活跃 、 上 涨 的 概率 分 别 为 二 、 填 、 士 。 预 测 前 两 


个 状况 下 的 年 收益 率 分别 为 一 5% 和 6 外 。 如 果 年 期 望 收益 为 
6%， 计 算 第 三 个 状况 下 的 年 收益 率 。 


练习 3. 10 
假设 在 如 下 三 个 状况 下 股票 的 价格 为 


状况 S(0) S(1) S(2) 


WI 100 110 120 
Ws 100 105 100 
ws 100 90 100 


其 概率 分 别 为 了 、 子 、 去 。 计 算 期 望 收益 ECK(1))，ECK(2)) 


和 ECK(C(0, 2))。 比 较 1 十 EC(K(0, 2)) 和 (1 十 ECK(1))) (1 十 
E(K(2))), 


练习 3.10 表明 ,命题 3. 1 建立 的 关系 式 不 能 扩展 到 期 望 收益 。 为 
此 ， 我 们 需要 一 个 附加 的 假设 。 


命题 3.3 
如 果 单 时 段 的 收益 率 K(n 十 1)，…，K(m) 是 不 相关 的 ， 则 


l1+E(K(n, m))= (1+E(K(nt+1))) (1+ECK (nt+2))) 


6 和 "金融 数学 





3 又 


(1+E(K(m))) 
证 明 
这 是 命题 3. 1 与 不 相关 的 随机 变量 乘积 的 数学 期 望 等 于 数学 期 望 
的 乘积 的 直接 结果 。 (注意 ， 如 果 K (i) 是 不 相关 的 ， 那 么 随机 变量 
1 十 K(i) 也 是 不 相关 的 ， 其 中 i 二 nn 十 1，…，m。) 到 


55 练习 3. 11 
假设 时 间 段 取 值 为 3 个 月 ， 即 + 一 并， 收益 率 K(1)，K (2)， 


K(3)，K(4) 独 立 同 分 布 。 当 3 个 季度 的 期 望 收益 E(K(0, 3)) 
为 12% 时 ， 计 算 季 度 期 望 收益 ECK(1)) 和 年 期 望 收益 E(K(0， 
4))。 


注 3.4 
在 对 数 收 益 的 情况 下 ， 可 加 性 可 以 扩展 到 期 望 收益 ， 甚 至 单 时 段 收 
益 不 是 相互 独立 的 情况 ， 即 


El(kln, m))= E(k(nt1))+EC(R(nt2)) + +ECR(m)) 
这 是 因为 ， 随 机 变量 之 和 的 数学 期 望 等 于 数学 期 望 之 和 。 


注 3.5 

在 实践 中 ， 由 于 计算 期 望 收益 的 需要 ， 对 每 个 状况 下 的 收益 和 概率 
进行 估计 是 困难 的 。 实 际 上 ， 可 以 容易 地 计算 出 过 去 时 期 上 的 平均 收益 ， 
其 结果 可 用 于 估计 未 来 的 期 望 收益 。 例 如 ， 如 果 最 后 10 天 股票 价格 ( 单 
位 : 美元 ) 依次 为 98，100，99，95，88，82，89，98，101，105， 那 么 
9 天 平均 收益 大 概 为 0.77%。 而 最 后 4 天 的 平均 收益 大 约 为 6.18% (我 
们 利用 对 数 收益 率 ， 因 为 对 数 收益 率 具 有 可 加 性 ) 。 这 表明 结果 与 选择 的 
天 数 有 关 。 利 用 过 去 的 价格 进行 预测 是 一 个 复杂 的 统计 问题 ， 属 于 计量 
经 济 学 范畴 ， 超 出 了 本 书 的 范围 。 


二 又 树 模型 


在 本 节 中 ， 我 们 将 探讨 一 个 极其 重要 的 股票 价格 模型 ， 即 二 又 树 模 
型 。 一 方面 ， 二 又 树 模型 在 数学 上 容易 处 理 ， 因 为 它 包含 的 参数 很 少 ， 
且 假设 在 股票 价格 树 的 每 个 节点 上 具有 简单 且 相 同 的 结构 。 另 一 方面 ， 
它 抓 住 了 现实 市 场 的 很 多 特征 。 

二 叉 树 模型 由 如 下 条 件 定义 。 
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条 件 3.1 
股票 单 期 收益 率 K(n) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 满 足 在 每 个 时 段 


_ ju 概率 为 p 
K(n) = d 概率 为 1 一 


式 中 ,一 1 二 d 过 wu; 0 二 2 一 1。 


这 个 条 件 意味 着 在 每 个 时 段 ， 股 票 价 格 S(n) 上 涨 和 下 跌 的 因子 为 
1 二 x 或 者 1 十 &g。 如 果 S(0) 是 正 的 ， 则 不 等 式 一 1 二 dw 可 以 保证 所 有 
的 股票 价格 S(n) 都 是 正 的 。 

假设 ~ 是 在 一 个 长 度 为 r 的 单 期 时 段 上 的 无 风险 投资 收益 率 。 


条 件 3.2 
在 每 个 时 段 ， 无 风险 投资 单 期 收益 率 ~ 是 相同 的 ， 并 且 


d=r<=u 


条 件 3.2 说 明 ， 股 票 价格 变动 与 无 风险 资产 如 债券 或 者 银行 存款 有 
关 ,， 第 1 章 中 的 命题 1. 1 证 明了 这 个 不 等 式 是 正确 的 〈 它 将 在 命题 4.2 
中 被 一 般 化 )。 


因为 总 二 1+K(1)， 条 件 3.1 可 以 推导 出 随机 变量 S(1) 可 能 取 
两 个 不 同 的 值 ， 即 


S01) 二 (S60C1tw) 概率 为 
S(0)(1 十 d) 概率 为 1 一 p 

练习 3. 12 

S(2) 和 S(3) 可 以 取 多 少 个 不 同 的 值 ? 取 这 些 值 的 概率 是 多 少 ? 


扩展 练习 3. 12 的 计算 ,除了 可 以 计算 出 相应 的 概率 外 ， 还 可 以 计算 
出 S(n) 的 值 。 在 n 期 股票 价格 树 中 ， 每 一 个 具有 i 次 上 涨 和 一 i 次 下 跌 
的 股票 价格 变动 在 时 间 ”会 产生 相同 的 价格 SC0) (1 十 wi(1 十 dq)"i。 其 


结果 是 ， 存 在 (”) 这 样 的 状况 ， 每 一 个 的 概率 为 pr(1 一 p)”'， 因 此 


i 
SCD 一 SCO)C+wWiG+q)"', 概率 为 ("pC1 一 p)" (3. 3) 

1 
当 ;i 一 0，1，…， nn 时 。 在 时 间 n， 股 票 价格 S(n) 可 用 十 1 个 不 同 值 描 


述 。S(n) 的 概率 分 布 由 式 (3.3) 给 出 。 图 3 一 2 显示 的 是 n= 二 10, p= 
0.5，S(0) 二 1, w= 二 0.1, d= 二 一 0.1 时 的 概率 分 布 。 


SC10) 
0.00 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 


图 3 一 2 S(10) 的 概率 分 布 
价格 向 上 变动 的 次 数 i 为 服从 二 项 分 布 的 随机 变量 ; 价格 向 下 变动 
的 次 数 n 一 i 也 服从 同样 的 分 布 。 因 此 我 们 说 ,价格 过 程 服 从 二 叉 树 。 对 
于 ?期 二 又 树 所 有 状况 的 集合 2 ， 在 每 一 个 时 段 上 涨 或 者 下 跌 共 有 2" 个 


元 素 。 例 如 ， 两 时 段 股票 价格 二 叉 树 如 图 3 一 3 所 示 ; 三 时 段 二 叉 树 如 图 
3 一 4 所 示 。 


(1+u)? 


(1+z)(1+d) 





(1+qd)? 


图 3 一 3 股票 价格 两 时 段 二 叉 树 


(1+u)? 
58 dx 
(1+u)*(1+4) 
(1+z)(1+d) 


(1+u)(1+d)? 





(1+d) 





(1+d) 
图 3 一 4 股票 价格 三 时 段 二 叉 树 


为 简单 起 见 ， 假 设 在 这 两 个 图 中 ，S(0) = 1。 
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如 果 S(1) 的 可 能 值 为 87 美元 和 76 美元 ，S(2) 的 最 大 可 能 值 
为 92 美元 , 计算 ww 和 4d。 


练习 3. 14 

假设 在 连续 复合 之 下 ， 无 风险 收益 率 为 14% ， 时 段 + 为 1 个 月 ， 
S(0) 一 22 美元 , 4 二 一 0.01， 计 算 与 条 件 3. 2 一 致 的 S(2) 的 
中 间 值 的 范围 。 


练习 3. 15 
假设 28 美元 、32 美元 和 xz 美元 是 S(2) 的 可 能 值 ， 计 算 zx。 假 
设 股票 价格 服从 二 叉 树 ， 你 能 画 出 这 棵 树 吗 ? 画 法 是 否 唯 一 ? 


练习 3. 16 

假设 股票 价格 服从 二 叉 树 模型 ，S(2) 的 可 能 值 是 121 美 
元 、110 美元 和 100 美元 。 当 S(0) = 100 美元 时 , 计算 w 和 4d; 
当 S(0)= 104 美元 时 ,计算 uw 和 4d。 


3.2.1 风险 中 性 概率 
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在 二 叉 树 模型 中 ， 即 使 不 知道 股票 未 来 的 确切 价值 ， 也 可 以 计算 出 
股票 的 期 望 价格 。 然 后 可 将 这 些 期 望 价格 与 无 风险 投资 进行 比较 。 我 们 
可 以 将 这 个 简单 的 思想 应 用 于 衍生 证 券 (例如 期 权 、 远 期 、 期 货 ) 中 ， 
这 些 应 用 是 广泛 且 令 人 惊奇 的 ， 我们 将 在 以 后 各 章 研究 这 个 问题 。 

首先 ， 我们 研究 股票 价格 期 望 E(S(n)) 的 动态 变化 。 当 n= 二 1 时 ， 有 

E(S(1))= pS(0) (Tw) (1—p)S(0)(1+ad) 
=S(0)(1+E(K(1))) 
式 中 ， 
E(K(1))= put+(l1—p)d 


是 单 期 收益 的 期 望 ， 下 面 我 们 将 其 扩展 到 任意 的 的 情形 。 


命题 3.4 
当 n 二 0，1，2,，… 时 ， 股 票 价格 的 期 望 为 
E(S(n))= S(0)(1+E(K(1)))" 
证 明 
因为 单 期 收益 K(1)，K (2),，… 是 不 相关 的 ， 于 是 随机 变量 1 十 
K(1)，1 十 K(2),，… 也 是 不 相关 的 ， 由 此 得 出 


E(S(n))=E(S(O)(+KGOD)) +R 1HKN)) 
= SCOE(TKO)) EC+KG2)) EC(+Kn)) 
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= S(O0)(1+ECK(1))) (+E(CK(2))) 
“lt EC 


因为 K(n) 是 同 分 布 的 ， 其 期 望 相同 ， 即 
E(K(1))=E(K(2))=.… = E(K(n)) 
于 是 我 们 就 证 明了 E(S(n)) 的 公式 。 口 


如 果 将 SC0) 的 金额 在 时 间 0 投资 于 无 风险 资产 ，n 个 时 段 以 后 ， 它 
将 增长 为 S(0)(1 十 r)”"。 显 然 ， 要 比较 E(S(n)) 和 S(0) (1 十 r)"， 我 们 只 
须 比较 E(K(1)) 和 7 即 可 。 

股票 投资 存在 风险 ， 因 为 价格 S(n) 预先 是 未 知 的 。 一 个 典型 的 风 
险 厌 恶 的 投资 者 要 求 ECK(1)) 之 r*>， 因 为 他 认为 应 该 有 更 高 的 回报 作为 对 
风险 的 补偿 。 反 之 ， 当 E(K(1)) 二 r 时 ， 如 果 收 益 高 的 非 零 概率 很 小 ， 
收益 低 的 非 零 概 率 很 大 〈 典 型 的 例子 是 彩票 ， 其 期 望 收 益 为 负 ) ， 对 某 些 
投资 者 而 言 仍然 有 吸引 力 ， 我 们 称 这 样 的 投资 者 是 风险 偏好 者 。 我 们 将 
在 第 5 章 讨 论 此 问题 ， 并 给 出 风险 的 准确 定义 。 市 场 的 边缘 情况 ， 此 时 
E(K(1)) 一 ”>， 被 认为 是 风险 中 性 的 。 

为 方便 起 见 ， 我 们 对 风险 中 性 引入 特殊 的 概率 符号 p, 以 及 相应 的 取 
数学 期 望 的 符号 玉 . ， 满 足 条 件 


E, (K(1))=p.ut+(l—p.)d=r (3. 4) 
由 式 〈3. 4) 即 可 推导 出 

bi 
我 们 称 p, 为 风险 中 性 概率 ; EE. 为 风险 中 性 期 望 。 弄 清楚 p. 是 一 个 抽象 
的 数学 概念 ， 它 可 以 不 等 于 市 场 的 实际 概率 p 很 重要 ， 即 仅 在 风险 中 性 
的 市 场 上 有 zt 一 户 . 。 风 险 中 性 概率 p. 其 至 于 可 以 与 真实 概率 pp 没有 任何 
关系 ; 当 出 于 衍生 证 券 估 值 目的 时 ， 我们 假设 合适 的 概率 不 是 而 是 
PP，。 这 是 风险 中 性 概率 的 重要 应 用 ， 我 们 将 在 第 8 章 中 详细 讨论 。 





练习 3.17 
令 x 一 10 和 一 让 ， 研 究 作为 4 的 函数 的 户 的 性 质 。 


练习 3. 18 
证 明 当 且 仅 当 0<p. 一] 时 ，d 二 ru。 


条 件 (3. 4) 意味 着 





旋 。(& 一 r) 十 (1 一 轧 .) (dg 一 r) 一 0 


在 几何 意义 上 ， 这 意味 着 把 二 元 组 (p. ，1 一 p. ) 看 做 是 平面 R? 中 的 向 
量 ， 它 垂直 于 坐标 为 (uw 一 r，d 一 r) 的 向 量 。 向 量 (u 一 r，d 一 r) 表示 
如 果 投 资 者 利用 利率 为 ~ 的 现金 贷款 融资 购买 股票 ， 持 有 1 股 的 ( 单 时 
段 ) 投资 者 可 能 的 收益 或 损失 ， 如 图 3 一 5 所 示 。 连 接点 (1，0) 和 
(0，1) 线 上 的 所 有 点 的 坐标 为 (p，1 一 p)， 其 中 0 二 p 二 1。 这 些 点 中 的 
一 个 点 对 应 于 市 场 的 真实 概率 ， 另 一 个 点 对 应 于 风险 中 性 概率 。 
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图 3 一 5 风险 中 性 概率 p. 的 几何 表示 


风险 中 性 概率 的 条 件 (3.4) 的 另 一 个 含义 如 图 3 一 6 所 示 。 如 果 把 
质量 p, 和 1 一 p. 放 在 实 轴 上 坐标 为 uw 和 4d 的 点 上 ， 那 么 质心 在 >。 


d r u 


Dp. 


图 3 一 6 风险 中 性 概率 p. 的 质心 解释 
3.2.2 蒜 性 质 


由 命题 3. 4 可 知 ，S(n) 对 于 风险 中 性 概率 p, 的 期 望 为 
E. (S(n))= S(0)(1+r)" (3.5) 
因为 r==E. (K(1)). 


例 3.6 
考虑 一 个 两 时 段 二 叉 树 模型 ，S(0) = 100 美元 , u = 0.2, 4 二 


一 0.1，r 一 0.1。 那 么 ， 思 . = 所 为 风险 中 性 概率 ， 两 个 时 段 之 后 ， 股 村 
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价格 的 数学 期 望 为 
EE.(S(2)) = S(0) (1 十 r)? 二 121 (美元 ) 


一 个 时 段 以 后 ， 股 票 价格 上 升 和 下 降 已 知 ， 我 们 要 重新 计算 5(2) 的 期 
望 。 假 设 一 个 时 段 以 后 ， 股 票 价格 上 升 到 120 美元 ， 在 这 样 的 情况 下 ， 
可 能 状况 集合 会 简化 为 SC1) = 120 美元 的 那些 状况 ， 股 票 价格 树 会 简化 
为 图 3 一 7 中 的 子 树 。 给 定 S(1) = 120 美元 ，S(2) 的 风险 中 性 期 望 将 是 


所 X144 十 二 X108 一 132 美元 ， 等 于 120(1 十 >) 。 形 式 上 ， 可 以 写成 给 定 
S(1) = 二 120 美元 ，S(2) 的 条 件 期 望 D] 
E. (S(2)|S(1) =120) =120(1+7) 


2/3 一 144 


81 
图 3 一 7 S(1) 三 120 美元 的 子 树 
类 似 地 ， 如 果 股 票 价格 一 个 时 段 之 后 下 降 到 90 美元 ， 则 可 能 状况 集合 就 
会 简化 为 S(1) = 90 美元 的 那些 状况 ， 股 票 价格 树 会 简化 为 图 3 一 8 所 示 
的 子 树 。 给 定 S(1) 一 90 美元 ， 则 S(2) 的 风险 中 性 期 望 为 二 X108 十 二 
81 一 99 美元 ， 等 于 90(1 十 r)， 这 可 以 写 为 
E, (S(2)|S(1)=90) = 90(1+7) 


2/3— 144 
2/3— 120 1/3 
wm 108 
290 /3 


图 3 一 8 S(1) = 90 美元 的 子 树 


根据 上 面 的 两 个 公式 ， 条 件 期 望 可 以 写成 一 个 公式 ， 非 常 容易 理解 ， 即 
E.(S(2)|S(1))=S(1) (1+7) 


这 个 分 析 可 扩展 到 二 叉 树 模型 的 任何 时 段 。 假 设 ”时 段 已 经 过 去 ， 股 票 
价格 变 为 Sox)， 则 下 一 个 时 段 以 后 ， 价 格 SCn 十 1) 的 风险 中 性 期 望 是 
什么 ? 


63 命题 3. 5 
假设 股票 在 时 间 ”的 价格 S(n) 是 已 知 的 ，S(n 十 1) 的 风险 中 性 条 
件 期 望 是 


E. (S(nt+1)|S(n)) = S(n) (lt7) 


证 明 
假设 nn 时段 之 后 S(n) 一 z， 于 是 有 


E,. (SC(n+1)|S(n) =z)=p, z(tw) 二 (lp )zr(l+d) 


因为 S(n 十 1) 取 值 z(1 十 的 概率 为 p. ， 取 值 z(1 十 d) 的 概率 为 1 一 p,， 
且 由 式 (3.4) 可 知 p. (1 十 xz) 十 (1 一 )(1 十 d) = 二 1 十 r+， 于 是 有 


E.(S(n+1)|S(n)=zx)=zxz(l+7) 
对 S(n) 的 任意 可 能 值 x 成 立 ， 证 毕 。 口 


将 命题 3. 5 的 等 式 的 两 边 除 以 〈1 十 "+ ， 我 们 就 可 以 得 到 下 面 关 于 
股票 折 现 价格 S(n) = S(n) (1 十 r) 下 的 重要 结论 。 


推论 3.6 ( 蒜 性 质 ) 
对 任意 的 n= 二 0， 1, 2， …， 有 


E,. (S(nt+1)|S(n)) = 5(n) 


则 股票 的 折 现 价格 SC(n) 在 风险 中 性 概率 之 下 会 形成 一 个 著 ， 风 险 中 性 
概率 p. 被 认为 是 鞭 概 率 。 


练习 3. 19 
假设 ~ 一 0.2， 给 定 SC2) = 110 美元 ， 计 算 S(3) 的 风险 中 性 条 件 
期 望 。 


3.3 其 他 模型 


在 第 一 次 阅读 时 ， 本 节 可 以 跳 过 ， 因 为 本 节 的 主要 思想 与 本 章 中 论 
述 的 模型 无 关 。 


3.3.1 三 叉 树 模型 


64 二 又 树 模型 的 一 个 自然 推广 是 将 单 时 段 收 益 KC(n) 的 可 能 值 的 范围 


扩大 到 三 个 。 这 个 想法 产生 于 在 给 定 的 时 段 ， 不 仅 允许 股票 价格 向 上 变 
动 、 向 下 变动 ， 还 可 以 取 中 间 值 。 


条 件 3.3 
单 时 段 的 收益 KK(n) 是 不 相关 的 随机 变量 ， 


u 概率 为 p 
km- 概率 为 9 
d 概率 为 1 一 p 一 g 
式 中 ， d=n=u; 0=p， Gy， Bgl 


这 意味 着 , u 和 d 向 上 和 向 下 的 价格 变动 和 以 前 一 样 ， 而 n 表示 中 
间 的 价格 变动 。 对 于 典型 的 中 性 情况 ，n 一 0。 


条 件 3.4 
无 风险 投资 的 单 时 段 收益 率 在 每 个 时 间 段 都 是 相同 的 ， 而 且 


d=r=u 


因为 8 一 1+K(1)， 条 件 3. 3 意味 着 S(1) 取 三 个 不 同 值 ， 有 


S(0)(1 十 n) ”概率 为 g 


S(0)(1 十 u) ”概率 为 p 
so-| 
S(0)(1 十 d) 概率 为 1 一 p 一 gq 


练习 3.20 
随机 变量 S(2) 可 以 取 多 少 个 不 同 的 值 ? 这 些 值 是 多 少 ? 取 值 
概率 是 多 少 ? 


对 风险 中 性 概率 p, ，g. ， 条 件 玉 . (K(n)) 一” 可 以 记 为 
pa (ory M7 (pA =0 (3.6) 


65 三 元 组 (p.，g.，1 一 p, 一 q. ) 作为 R” 中 的 向 量 ， 垂 直 于 坐标 为 〈x 一 
r，n 一 r，d 一 r) 的 向 量 ， 该 向 量 表示 ， 用 现金 贷款 融资 购买 股票 的 投资 
者 持 有 1 股 股票 单 时 段 可 能 的 收益 和 损失 ， 这 意味 着 (pp, ，g.， 
1 一 p. 一 9. ) 位 于 三 角形 {(a, b, c): a,b,c 宇 0, a 十 b 十 c= 二 1}y 上 ， 和 垂直 
于 给 定向 量 (u 一 r,，n 一 r，d 一 r) 的 平面 正 交 ， 如 图 3 一 9 所 示 。 条 件 
3.4 保证 交集 是 非 空 的 ， 因 为 包含 向 量 (uw 一 r，n 一 r，d 一 r) 的 线 不 通 
过 正 卦 限 。 在 这 种 情况 下 ， 存 在 无 穷 多 个 风险 中 性 概率 ， 这 个 交集 是 
一 个 线段 。 












IN AG HH 
SG SN ( 
> 


pe 


(ur, n-r, d—r) SG 0, 0) 






图 3 一 9 风险 中 性 概率 p. ，g. 的 几何 解释 


对 风险 中 性 概率 条 件 〈3. 6) 的 另 一 个 解释 如 图 3 一 10 所 示 ， 如 果 质 
量 p.，q,，1 一 .一 q. 放 在 实 轴 上 ， 坐 标 分 别 为 ,nn 和 d 点 ， 那 么 质 


心 在 ~。 
a r n u 
p. 
1-P.-9。 4. 
图 3 一 10 风险 中 性 概率 p. ，4. 的 质心 解释 

练习 3. 21 
假设 uw==0.2, n= 二 0, d= 二 一 0.1， r 二 0， 计算 所 有 的 风险 中 性 
概率 。 


3. 3.2 连续 时 间 极 限 


66 离散 时 间 和 离散 价格 模型 有 显而易见 的 缺陷 ， 明 显 地 限制 了 资产 价 
格 的 变动 范围 ， 而 且 会 限制 这 些 变动 发 生 的 时 间 的 集合 ， 在 本 节 中 ， 我 
们 概括 地 论述 一 种 不 受 这 种 限制 的 方法 。 这 种 方法 可 从 二 叉 树 模型 开始 ， 
通过 取 连 续 时 间 极 限 得 到 。 


我 们 考虑 时 段 = 一 方 的 二 又 树 模型 序列 。 令 N-=co， 对 于 所 有 通 近 
序列 中 的 二 叉 树 模型 ， 假 设 每 一 时 段 股票 价格 向 上 变动 和 向 下 变动 的 概 
率 都 是 十 。 

在 这 种 情况 下 ， 利 用 对 数 收益 率 比较 方便 : 


56 仿 公 证 学 未 太公 而 家 守 、 


67 


In(1 十 zx) 概率 为 六 
k(n)=1n(l+K(n))= ] 
lIn(1 二 +d) 概率 为 广 


在 单 时 段 上 的 无 风险 收益 率 可 以 用 等 价 的 连续 复合 利率 ~ 代替， 于 是 在 
长 度 为 = 的 时 段 的 收益 将 是 er 。 

在 从 时 间 0 到 时 间 1 的 单位 时 间 区 间 ， 包 含 N 个 长 度 为 + 的 时 段 。 
假设 m 为 在 单位 时 间 区 间 上 的 对 数 收益 率 &(1) 十 &(2) 十 … 十 k&CN) 的 期 
望 ，a 为 标准 差 ; 对 数 收 益 率 &(1)，k(2)，…，k(N) 是 独立 同 分 布 的 ， 
并 且 K(1)，K(2)，…，K(NN) 也 是 独立 同 分 布 的 ， 由 此 可 以 得 出 ， 对 每 
一 个 n= 二 1]，2, …,， NN， 

m= 二 E(k(1)+k(2) 十 … 二 kCN)) 

一 下 (&(1) ) 十 已 (R(2) ) 十 … 十 已 (CON) ) = NE(k(n)) 
go 二 Var(k(1) 十 k(2) 二 … 十 kCN)) 

三 Var(k(1)) 二 Var(k(2)) 十 … 十 Var(k(N)) 

= NVar(k(n)) 


这 意味 着 k(n) 有 期 望 名 一 mr 和 标准 差 \/ 轩 一 oYF， 因 此 k(n) 的 两 个 可 
能 值 必 是 


ln(]1 十 xz) = mrtoyr 


ln(1 十 d) = mr—oyr (3.7) 


练习 3. 22 
当 w= 二 0.02, d= 二 一 0.01， r 一 十 时 ， 计算 m 和 o。 


引入 一 个 相互 独立 的 随机 变量 序列 &(n)， 每 一 个 随机 变量 取 两 个 
值 ， 即 


我 们 可 以 证 明 对 数 收益 率 为 
k(n) = mrtoé (n) 


练习 3. 23 
计算 k(n) 和 k(n) 的 期 望 和 方差 。 


练习 3. 24 
用 办 ，c，r，5S(1) 和 &(2) 表示 SCI) 和 SC2)。 


下 面 我 们 引入 一 个 重要 的 随机 变量 序列 w(n)， 称 其 为 对 称 的 随机 漫 
步 (symmetric random walk) ， 满 足 


w(n) 一 上 (1) 十 EC2) 十 … 十 ECz) 
并 且 w(0) 王 0。 显然 &(n) 二 w(n) 一 w(n 一 1)， 于 是 可 以 认为 &(z) 是 


w(n) 的 增 量 。 

从 现在 开始 ， 对 t= 二 tnx， 我 们 常常 用 SG) 和 ww(2) 代 替 SC(n) 和 ww(n)， 
其 中 7 一 ]， 25 和 

命题 3.7 


股票 在 时 间 := rn 的 价格 为 


S(t) = S(0)exp(mttow(t)) 
证 明 
利用 式 (3.2)， 有 


S(t) = S(nr) = S(nr—r)et® 
一 SCnrzr 一 2z)ekn-D+ktm 
= .= S(0)et Vth 
一 S(0)e™mrtotD) ttn)) 
= S(0)e™tew() 


证 毕 。 口 


68 为 了 取 连 续 时 间 极 限 ， 对 于 很 小 的 z 值 ， 我 们 利用 近似 表达 式 ， 即 
ec] 十 z 十 去 灵 


于 是 有 


SCnzr 十 z) 
S(nr) 


然后 ， 我 们 计算 
k(nt1)’= (mrtoé(nt1))’?= or 二 


这 里 我 们 略 去 了 所 有 的 r 的 短 次 高 于 1 的 项 ， 因 为 当 r 很 小 时 ， 这 些 项 更 
小 。 接 下 来 ， 


SCzr 十 rz) 
S(nr) 


二 erDalHhCnt]) 十 去 k(n 二 1)? 


1 十 mr 十 o£&(n 十 1) 十 二 czr 
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一 到 (mm 十 去 )r+eecn 二 1) 


于 是 有 
SCnr 十 上 一 SCnr) ~ (mt) Snr) rtoSnr) ent1) 
因为 &(n 十 1) 到 (zz 十 rz) 一 岂 (ar)， 我 们 就 可 以 得 到 描述 股价 动态 变化 的 
近似 方程 
SC 十 上 一 SCD) ~ (mt$o )SCW eto (Cut 十 可 一 w(D)) (3.8) 


式 中 ，: 一 nr。 这 个 近似 方程 的 解 S() 由 命题 3. 7 中 的 公式 给 出 。 

对 于 任意 N 二 1，2，…, 我 们 考虑 具有 时 段 长 度 为 r* 一 广 的 二 又 树 
模型 。 假 设 Sv(z) 为 相应 的 股票 价格 ;wwv(z) 为 相应 的 对 称 随 机 漫步 ， 
其 增 量 为 ev(D) 一 zuv(O 一 zov( :一方 )， 其 中 zt 一 霹 为 n 时 段 以 后 的 时 间 。 


练习 3. 25 
计算 ws(z) 的 数学 期 望 和 方差 ， 其 中 :一 站。 


我 们 将 利用 中 心 极限 定理 外 得 到 当 mn 一 co 时 ， 随 机 漫步 ww (ti) 的 极 
限 。 为 此 ， 我 们 令 


z(n) 一 中 2 一 ma 


oyr 


对 每 一 个 二 1，2，…, 它 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ， 序 列 中 的 每 一 个 
随机 变量 的 期 望 为 0; 方差 为 1。 中 心 极限 定理 暗含 ， 当 n 一 co 时 ， 按 
分 布 “ 

ZT(D+z(2) rn) ,yy 


J 
X 为 标准 正 态 分 布 随机 变量 均值 为 0， 方差 为 1)。 
固定 每 个 :>0， 因 为 随机 漫步 ww 只 是 针对 定义 在 时 段 + 二 二 的 整数 


倍 上 的 离散 时 间 ， 于 是 我 们 考虑 wuv (tw)， 其 中 i 是 二 的 整数 倍 ， 最 接 
近 z。 很 明显 ，Nzew 是 整数 ， 对 每 一 个 N 成 立 ， 我 们 可 以 记 


(1) 十 zx(2) 十 … 十 zCNiNw) 
(下 一 t TMITTLIT "TTINtN) 
ee VAN 





当 N 一 co 时 ， 我 们 有 tn 一 t， Ninw 一 co， 于 是 按 分 布 ， 有 
wn (tn) 一 你 () 


式 中 ，W(z) YtX 。 最 后 的 等 式 意味 着 W(t) 服从 均值 为 零 、 方 差 为 + 的 
正 态 分 布 。 

根据 中 心 极限 定理 ， 仅 对 单个 固定 的 时 间 t 二 0 就 可 以 得 出 这 个 结 
论 。 这 个 结论 可 以 扩展 到 对 所 有 的 时 间 t 宇 0 同时 成 立 的 极限 ， 但 这 超出 
了 本 书 的 范围 。 这 个 极限 W(t) 称 为 维 纳 过 程 (Wiener process) (或 者 
布朗 运动 (Brownian motion)) ， 它 继承 了 随机 漫步 的 许多 性 质 ， 例 如 ; 

1. W(0) 一 0, 对 应 于 zwv(0) 一 0。 

2. E(W(#)) 二 0, 对 应 于 E(wn (1)) 一 0 ( 见 练习 3. 25 的 解答 ) 。 

3. Var(W(z)) 一 上 其 离散 变型 Var(w、(t)) 一 上 〈 见 练习 3. 25 的 解 
答 ) 。 

4. 增 量 W(zs) 一 W(t,) 和 增 量 W(t;) 一 W(ti) 是 独立 的 , 对 0 二 声 
tz 三 t3, 增 量 wn (ts3) 一 wn (ts) 和 增 量 WwN(t2) 一 wny(t1) 是 独立 的 。 

?0 5. W(z) 服从 均值 为 零 、 方 差 为 1 的 正 态 分 布 ， 即 密度 函数 为 


a 这 与 w(t) 的 分 布 有 关 。 后 者 不 是 正 态 的 ， 但 根据 中 心 极限 
A 


定理 ， 在 极限 的 意义 之 下 ， 接 近 于 正 态 分 布 。 
友和 wy () 的 一 个 重要 差别 是 ，W (zt) 适 用 于 所 有 的 1 宇 0; 而 


wn (1) 中 的 时 间 是 离散 的 C= 1 一 0， 1， 2， …)。 


当 N->~co 时 ， 由 Sw(z) 取 极 限 得 到 的 价格 过 程 我 们 用 SCz) 表示 ， 
而 SNv(t) 满足 利用 特定 代 换 的 近似 方程 (3. 8) ， 即 





Sy(t 十 让) 一 SC2) 
(mtr)Sv ON+toSv en) (wlet A we)) 
连续 时 间 的 股票 价格 S(z:) 满足 的 方程 形式 为 
dS(#) = (mm 十 二 )SCDartaSc) dw) (3.9) 


式 中 , dS(2)= 二 S(t+dD) 一 S(2), dW()=WG+d)—WG) 是 在 无 穷 小 的 
时 间 区 间 d: 上 的 增 量 。 解 的 显 式 公式 在 离散 时 间 情 况 下 类 似 于 
SN(t) = Sy (0)exp (mt++own(t)) 
以 及 在 连续 时 间 情 况 下 ， 
S(t) = S(0)exp(mt+aW(i)) 
因为 W(t) 服从 均值 为 0， 方差 为 + 的 正 态 分 布 ， 于 是 可 以 得 出 InS(z) 服 


60 了 入 泊 从 全 衣 衣 字 





?1 


从 均值 为 InS(0) 十 mt， 方 差 为 ot 的 正 态 分 布 。 因 此 ， 我 们 说 连续 时 间 
股票 价格 S(t) 服从 对 数 正 态 分 布 ， 称 c 为 价格 S(z〉 的 波动 率 (volatili- 
ty)。 当 t= 二 10，S(0)= 二 1,， m= 二 0, co 二 0.1 时 ，S(t) 分 布 的 密度 函数 如 图 
3 一 11 所 示 ， 可 以 与 离散 时 间 的 图 3 一 2 进行 比较 。 


密度 


S(10) 
00 05 10 15 20 2.5 


图 3 一 11 S(10) 分 布 的 密度 函数 


注 3.6 

以 上 我 们 仅 用 与 离散 时 间 情 况 的 类 比 ， 介 绍 了 式 (3.9) 以 及 增 量 
dS(t)，dW(t) 和 dt。 在 随机 分 析 (stochastic calculus) 中 ， 我 们 将 对 它 
们 进行 精确 的 论述 。 随 机 分 析 在 现代 数理 金融 学 中 有 基本 的 应 用 。 特 别 
地 ， 式 〈3. 9) 是 著名 的 随机 微分 方程 的 例子 。 


【注释 】 
[1] 给 定 事件 A，P(A) 关 0， 随 机 变量 8 的 条 件 期 望 定义 为 EC&|A) = BCS) 


P(A)’ 
其 中 为 示 性 随机 变量 ,在 A 中 为 1, 在 A 的 余 集中 为 0。 
[2] 例如 ， 参 见 Capifiski and Zastawniak (2001)。 
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离散 时 间 市 场 模型 


我 们 已 经 论述 了 股票 价格 动态 模型 ， 现 在 我 们 将 给 出 并 进一步 推广 
和 深化 我 们 在 第 1 章 引 入 的 一 些 想法 。 特 别 地 ， 我 们 将 重新 公式 化 并 扩 
展 我 们 在 第 1 章 中 提 及 的 数理 金融 的 基本 概念 和 假设 。 

与 第 3 章 一 样 ， 时 间 按 固定 的 长 度 + 推移 。 对 于 许多 依赖 于 时 间 的 
问题 ， 我 们 用 符号 代替 第 ”个 时 段 的 时 间 上 一 nr。 


4.1 股票 和 货币 市 场 模型 


假设 有 mm 种 可 交易 的 风险 资产 ， 且 这 些 资产 为 股票 ， 它们 在 时 间 
?一 0，1，2，… 的 价格 用 Si (n)，…，S,,(n) 表示 。 另 外 ， 投 资 者 可 投 
资 于 无 风险 资产 ， 即 投资 于 货币 市 场 ， 除 非 另 作 说 明 ， 我 们 在 无 风险 资 
产 上 的 初始 投资 是 一 个 本 国货 币 单位 ， 即 A(0) = 1。 而 在 例题 和 练习 中 ， 
我 们 经 常 取 A(0) = 100， 这 是 为 了 方便 。 因为 货币 市 场 账 户 可 利用 债券 
产生 〈 见 第 2 章 )， 我 们 经 常 认为 ， 无 风险 投资 是 债券 头寸 ， 并 发 现 把 
A(z) 看 做 债券 在 时 间 ?的 价格 是 很 方便 的 。 

风险 资产 1，…，m 的 头寸 分 别 用 xz! ，zs，…，zx 表示 ， 无 风险 头 
才 用 > 表示 ,投资 者 在 时 间 nn 持 有 的 这 些 头 寸 的 价值 为 
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Vm = DzS;(n) + yA ln) (4. 1) 
了 一 1 


第 1 章 的 假设 1. 1 一 1. 5 适用 于 这 个 一 般 情形 。 引 入 这 些 假设 的 目的 和 对 
这 些 假设 的 解释 与 第 1 章 相同 ， 这 里 一 个 很 自然 的 变化 是 从 一 个 时 段 到 
多 个 时 段 ， 从 一 个 风险 资产 到 多 个 风险 资产 。 


假设 4.1 (随机 性 ) 
对 任意 ”一 1， 2，…， 股票 的 未 来 价格 Si(n), **, Sn(n) 是 随机 变 
量 , 无 风险 证 券 的 未 来 价格 A(n) 是 已 知 数 。 


假设 4.2 (价格 的 正 性 ) 
所 有 股票 和 债券 的 价格 是 严格 正 的 ， 即 


S(n)>>0, A(n)>>0 7 一 0，1，2，… 


假设 4.3 (可 分 性 、 流 动 性 和 卖 空 ) 

一 个 投资 者 买 、 卖 和 持 有 的 每 种 股票 的 数量 zx, (一 1，2，…，z) 
和 持 有 无 风险 证 券 的 头寸 y 可 以 是 任意 数 ， 即 可 以 是 整数 、 分 数 、 正 数 、 
负数 或 者 零 。 一 般 地 ， 
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假设 4.4 (偿付 能 力 ) 
在 所 有 的 时 间 ， 投 资 者 的 财富 是 非 负 的 ， 即 


V(zD) 二 0 n=0, 1, 2, 


假设 4.5 (离散 单元 价格 ) 
对 每 一 个 n= 二 0， 1，2，…， 股票 价格 SC2)，…， Sn (n) 是 仅 取 有 
限 个 值 的 随机 变量 。 


4.1.1 投资 策略 
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由 于 可 卖 出 某 些 资产 并 将 所 得 投资 于 其 他 资产 ， 所 以 投资 者 持 有 的 
风险 资产 和 无 风险 资产 的 头 十 在 任何 时 间 段 都 可 能 改变 。 在 现实 生活 中 ， 
可 能 变现 资产 组 合 ， 取 出 现金 用 于 消费 ， 或 在 资产 组 合 中 注入 资金 。 然 
而 ， 我 们 将 假设 在 模型 中 没有 发 生 消费 和 资金 注 和 人， 使 模型 尽 可 能 地 
简单 。 
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任何 投资 者 在 改变 资产 组 合 ， 决 定购 买 或 者 卖 出 多 少 资产 时 ， 都 要 
根据 当前 可 以 利用 的 信息 作出 决策 。 我 们 将 排除 投资 者 可 以 预见 未 来 的 
可 能 性 ， 也 排除 其 利用 内 幕 信息 交易 的 可 能 性 。 而 所 有 的 关于 市 场 的 历 
史 信息 和 特殊 的 交易 决策 执行 瞬间 的 信息 都 可 以 免费 利用 。 


例 4.1 
令 痉 一 2， 并 假设 在 一 个 确定 的 市 场 状况 中 ， 有 


Si (0) 一 60 Si(1) 一 65 Si(2) 一 75 
S:2(0) 一 20 Sz(1) 一 15 Sz(2) 一 25 
A(0) = 100 A(l)=110 A(2) = 121 


在 时 间 0， 用 初始 财富 V(0) 二 3 000 美元 投资 于 20 股 第 一 种 股票 、65 股 
第 二 种 股票 和 5 份 债券 ， 即 zx (1)= 二 20,，z2(1) 二 65，y(1) 二 5 构成 的 资 
产 组 合 。 为 了 符号 上 的 方便 ， 我 们 宁可 用 1 而 不 用 0 作为 zi (1)，z; (1) 
和 y(1) 的 自 变量 来 表示 第 一 个 时 段 持 有 的 资产 组 合 。 资 产 组 合 的 价值 为 
Y(1) 一 20X65 十 65X15 十 5X110 一 2 825 美元 。 此 时 ， 可 以 通过 买卖 资 
产 而 改变 资产 的 数量 ， 只 要 总 价值 保持 2 825 美元 。 例 如 ， 我 们 将 构建 一 
个 由 15 股 第 一 种 股票 、94 股 第 二 种 股票 和 4 份 债券 构成 的 新 资产 组 合 ， 
即 zi (2) 二 15，zs(2) 一 94，y(2) 一 4， 在 第 二 个 时 段 持 有 。 这 个 资产 组 合 
在 时 间 2 的 价值 为 V(2) 一 15X75 十 94X25 十 4X121 一 3 959 美元 。 股 票 
和 债券 的 头寸 可 以 再 次 调整 ， 只 要 总 价值 保持 3 959 美元 ， 如 此 继续 下 
去 。 然 而 ， 如 果 原 来 的 组 合 不 调整 ， 则 在 时 间 1 的 价值 为 2 825 美元 ， 在 
时 间 2 的 价值 为 3 730 美元 。 


定义 4.1 

资产 组 合 是 一 个 向 量 (zi (n)，…，z,(n)，y(n))， 它 等 同 于 投资 者 
在 时 间 ”一 1 和 时 间 之 间 持 有 的 股票 和 债券 的 数量 。 以 n 二 1，2.… 为 标 
记 的 资产 组 合 序列 称 为 投资 策略 。 在 时 间 n 宇 1， 投 资 者 的 财富 或 者 策略 
的 价值 为 


VW = 27zi(GaSiCa) + ym An) 
了 一 1 
在 时 间 ”一 0， 初始 财富 为 
V(0) = 2)z,(1)S;(0) + y(1)ACO) 
j=l1 


在 例 4. 1 中 我 们 已 经 看 到 ， 在 任意 时 期 可 以 通过 买 人 或 者 卖 出 某 些 
资产 来 调整 资产 组 合 ， 只 要 资产 组 合 的 价值 保持 不 变 。 
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定义 4.2 
如 果 在 时 间 n 宇 1 构建 的 在 下 一 个 时 段 x 十 1 持 有 的 资产 组 合 完全 是 
由 当前 的 财富 VC(n) 融资 ， 则 称 投资 策略 是 自 融资 的 〈self financing)。 有 


27zi(2 十 1)SiGOo) +ynt DAn) =Vn) (4. 2) 
了 一 1 


例 4.2 

假设 股票 和 债券 的 价格 与 例 4. 1 相同 。 初 始 财富 为 3 000 美元 ， 投 资 
者 购买 第 一 种 股票 18. 22 股 ， 即 zx; (1) = 18. 22; 卖 空 第 二 种 股票 16. 81 
股 ， 即 zx, (1) 二 一 16. 81; 购买 债券 22. 43 份 ， 即 y(1) = 二 22. 43。 那 么 在 
时 间 1， 这 个 资产 组 合 的 价值 为 V(1)==18. 22X65 一 16. 81X15 十 22. 43X 
110 二 3 399. 45 美元 ,投资 者 可 以 从 股票 价格 下 跌 的 卖 空中 获 利 。 这 个 例 
子 表明 ， 人 允许 资产 组 合 中 资产 的 数量 为 分 数 和 负数 。 

我 们 对 于 zi (nn) ，…，Zz,, (n)，y(n) 不 附加 任何 限制 。 它 们 可 以 取 
非 整 数值 的 事实 被 认为 是 具有 可 分 性 的 。 负 zx,(n) 意味 着 卖 空 股票 ;( 换 
言 之 ， 取 得 股票 j 的 空头 头寸 )，y(z) 为 负数 对 应 于 借入 现金 (在 货币 

77 市 场 上 取得 空头 头寸 ， 例 如 发 行 债券 或 者 卖 出 债券 ) 。 这 些 数量 的 多 少 没 
有 限制 意味 着 市 场 是 流动 的 ， 即 在 任何 时 间 ， 每 一 种 资产 买 人 和 卖 出 的 
数量 是 任意 的 。 

在 实践 中 ， 为 控制 卖 空 ， 证 券 交 易 所 可 以 对 卖 空 采 取 某 些 措施 加 以 
控制 。 典 型 的 做 法 是 ， 投 资 者 必须 支付 卖 空 数量 的 一 定 百分比 作为 证 券 
回 补 可 能 损失 的 保证 金 。 如 果 损 失 超过 保证 金 ， 头 寸 将 被 平 仑 。 保 证 金 
给 资产 组 合 增加 了 负担 ， 特 别 当 保证 金 不 产生 利息 时 。 然 而 ， 此 类 限制 
不 涉及 为 金融 机 构 工作 的 持 有 大 量 小 投资 者 存 人 的 股票 的 交易 商 ， 它 们 
可 以 内 部 借入 这 些 股份 代替 卖 空 。 


例 4.3 

我 们 继续 假设 股票 价格 的 状况 同 例 4. 1。 假 设 第 一 种 股票 的 20 股 被 
卖 空 ， 即 x,(1) 二 一 20。 投 资 者 将 获得 20X60 王 1 200 美元 现金 ， 但 支付 
证 券 保证 金 ， 比 如 50% 即 600 美元 。 一 个 时 段 以 后 ， 他 将 损失 20X65 一 
1 200 二 100 美元 。 这 将 从 保证 金 中 扣除 ， 并 且 头 寸 可 通过 提取 余额 600 一 
100 二 500 美元 而 结束 。” 另 一 方面 ， 如 果 卖 空 第 二 种 股票 60 股 ， 即 
ZX,(1) 二 一 60， 一 个 时 期 以 后 ， 投 资 者 将 获得 1 200 一 60X15 = 300 美元 
利润 。 结 算 头 寸 ， 最 终 财富 为 600 十 300 = 900 美元 。 在 这 两 种 情况 下 ， 
最 终 的 余额 应 该 减 去 600X0. 1 == 60 美元 ， 这 是 因为 如 果 将 保证 金 投资 于 
货币 市 场 ， 保 证 金 将 获得 利息 。 


* 原文 此 处 为 600 一 100 = 400 美元 ， 有 误 。 现 改 为 500 美元 。 一 一 译 者 注 
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投资 者 在 时 间 =” 构造 资产 组 合 时 ， 不 知道 股票 的 未 来 价格 。 特 别 地 ， 


. 不 允许 内 幕 交易 。 投 资 决 策 只 能 依据 到 投资 作出 时 为 止 的 市 场 表现 。 这 


种 情况 反映 在 如 下 定义 中 。 


定义 4.3 

如 果 对 每 一 个 ?一 0，1，2，… 在 时 间 nn 构成 的 资产 组 合 (zx (n 十 
1)，zz (2z 十 1)，…,zn(C2 十 1)，y(z 十 1)) 仅 依赖 于 直到 当前 包括 在 时 间 z 
发 生 的 市 场 树 的 节点 ， 则 称 投资 策略 是 可 预测 的 (predictable)。 


下 面 的 命题 可 以 证 明 无 风险 资产 的 头寸 总 可 以 由 当前 财富 和 风险 资 
产 头 寸 决定 。 


命题 4.1 

给 定 初始 财富 Y(0) 和 可 预测 的 风险 资产 头寸 序列 (x) (n)，…， 
Tn《7n))， nn 二 1，2,，…, 总 可 以 计算 出 无 风险 资产 序列 y(n)， 使 得 
《TRD)，*…，Z,,(n)，y(n)) 是 可 预测 的 自 融 资 投资 策略 。 

证 明 

令 


本 V(0) 一 zi(1)Si(0) 一 … 一 过 (1)S。(0) 


>(1) ACOy 





然后 计算 
VOD 一 zi(1)S(1) 十 … 十 zu(1)So。(1) 十 y(1)A(C1) 
于 是 有 


_V(D)—z(2)S1(1)—%.—z (2)S..(1) 
A(l) 


Y(2) 一 zi(2)Si(2) 十 … 十 z, (2)S。(2) 十 y(2)A(C2) 


如 此 继续 下 去 ， 这 显然 就 可 以 定义 一 个 自 融 资 策略 ， 这 个 策略 是 可 预测 
的 ， 因 为 y(n 十 1) 可 用 时 间 已 知 的 债券 和 股票 价格 表示 。 口 


y(2) 





练习 4.1 

假设 投资 者 在 时 间 1 和 时 间 2 的 策略 是 自 融 资 的 可 预测 策略 ， 
计算 持 有 的 债券 数 y(1) 和 y(2)。 其 初始 财富 为 V(0) 二 200 美 
元 ， 风 险 资 产 头 寸 如 下 : 


zi(1) 一 35.24 zi(2)=—40.50 
zl) 一 24.18 zx,(2)= 10.13 
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如 果 各 状况 的 资产 价格 同 例 4.1， 计 算 策 略 在 时 间 1 的 价值 
V(1) 以 及 在 时 间 2 的 价值 V(2) 。 


例 4.4 

首先 , 假设 各 状况 的 股票 和 债券 价格 与 例 4.1 .中 一 样 。 如 果 将 
V(0)= 100 美元 投资 于 资产 组 合 : z(1) 一 一 12，z(1) 一 31，y(1) 一 2， 
则 将 导致 无 偿付 能 力 ， 因 为 这 个 资产 组 合 在 时 间 1 的 值 是 负数 ， 即 
V(1) 二 一 12X65 十 31X15 十 2X110 二 一 95 美元 。 

违背 假设 4. 4， 在 现实 中 不 可 能 构建 这 样 的 资产 组 合 。 不 允许 空头 头 
寸 ， 除非 在 任意 时 间 、 任 何 状况 (如 果 有 必要 ， 可 以 卖 出 组 合 中 的 其 他 
资产 获得 现金 ) 都 能 够 结算 。 这 意味 着 在 所 有 的 时 间 ， 投 资 者 的 财富 都 
是 非 负 的 。 


定义 4.4 
投资 策略 称 为 是 可 允许 的 〈admissible) ， 如 果 它 是 自 融资 的 、 可 预 
测 的 ， 且 对 每 一 个 zx 一 0，1，2，…， 


V(z) 三 0 
的 概率 为 1。 
练习 4.2 
考虑 由 一 种 无 风险 资产 和 一 种 风险 资产 构成 的 市 场 ， 并 且 
A(0) = 一 10 美元; A(1) = 11 美元 ; S(0) = 10 美元 SG 三 了 3 


美元 或 9 美元 。 在 zx，y 平面 上 画 出 所 有 包含 风险 头寸 zx 和 无 
风险 头寸 y 的 单 期 可 允许 的 资产 组 合 C(z，y) 。 


无 套利 原则 


我 们 将 把 金融 中 所 有 数学 模型 的 基本 原则 公式 化 。 可 将 第 1 章 中 的 
简单 的 单 期 无 套利 原则 一 般 化 为 具有 多 个 时 段 和 多 种 风险 资产 的 模型 。 
而 对 于 足以 描述 单 期 情况 的 资产 组 合 概念 ， 在 一 般 的 情况 下 ， 我 们 必须 
利用 构成 可 允许 投资 策略 的 资产 组 合 序列 ， 这 是 因为 投资 者 可 能 会 在 每 
一 个 时 段 调整 头寸 。 


假设 4.6 (无 套利 原则 ) 
不 存在 可 允许 的 策略 ， 使 得 


V(0) 一 0，V(z) 二 0 具有 正 概率 ， 对 某 一 个 n= 二 1，2，…: 


练习 4.3 

80 如 果 存在 自 融 资 的 可 预测 的 投资 策略 ， 其 初始 值 VC0) =0， 终 
值 0 关 V(2) 宇 0, 使 得 V(1) 二 0 具有 正 的 概率 ， 证 明 违背 无 套利 
原则 。 


练习 4.3 中 的 投资 策略 明显 违背 了 偿付 能 力 假设 ， 因 为 V(1) 可 能 
是 负 的 。 事 实 上 ， 这 个 假设 对 于 论证 无 套利 原则 是 非 必要 的 。 当 存在 可 
项 测 的 自 融 资 策略 〈 可 能 违背 假设 4. 4) 对 于 >0 使 得 V(0) = 0 目 0 尖 
Y(z) 三 0 时 , 可 找到 能 实现 套利 的 可 允许 的 策略 。 


练习 4.4 
考虑 具有 一 种 无 风险 资产 和 一 种 服从 二 叉 树 模型 的 风险 资产 的 
市 场 ， 假 设 股票 价格 上 涨 时 ， 你 能 预测 下 个 时 期 股票 价格 会 下 
跌 ， 计算 自 融资 (但 不 必 是 可 预测 的 ) 投资 策略 ， 使 得 V(0) = 
0,V(1)>0 且 0#V(2)>0, 


这 个 练习 暗示 ,可 预测 性 在 无 套利 原则 中 是 基本 性 假设 .如 果 一 个 
投资 者 能 够 预测 将 来 的 股票 价格 行为 《这 里 ， 如 果 股 票 价格 在 一 个 时 其 
下 跌 ， 你 能 预测 出 在 下 一 个 时 期 会 如 何 变化 ) ， 他 总 可 以 找到 合适 的 投资 


策略 以 获得 无 风险 利润 。 
练习 4.5 
考虑 一 个 具有 一 种 无 风险 资产 和 一 种 风险 资产 的 市 场 ， 无 风险 
资产 的 价格 为 A(0) = 100 美元 ; A(1) = 110 美元 ; A(2) 一 121 
美元 , 风险 资产 的 价格 有 以 下 三 个 可 能 的 状况 ， 
状况 S(0) S(1) S(2) 


wl 100 120 144 
wa 100 120 96 
wa 100 90 96 


下 述 情况 是 否 存在 套利 机 会 ? (a) 不 存在 卖 空 限制 ，(b) 风险 
资产 不 允许 卖 空 。 


练习 4.6 
81 假设 股票 和 债券 的 价格 与 练习 4.5 相同 ， 人 允许 卖 空 ， 但 资产 组 
合 中 每 一 种 资产 的 数量 必须 是 整数 ， 是 否 存在 套利 策略 ? 


4.1.3 


练习 4.7 
假设 股票 和 债券 的 价格 与 练习 4. 5 相同 ， 人 允许 卖 空 ， 但 在 交易 
时 交易 成 本 是 交易 量 的 5% ， 是 否 存在 套利 策略 ? 


应 用 于 二 叉 树 模型 
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我 们 将 看 到 ， 在 多 期 二 叉 树 模型 中 ， 条 件 3. 2 等 价 于 没有 套利 机 会 。 


命题 4.2 

当 且 仅 当 & 一 ~ 一 x 时， 二 叉 树 模型 没有 套利 机 会 。 

证 明 

我 们 从 单 期 二 叉 树 开始 ， 然 后 将 它 用 于 构建 多 期 情况 模型 中 的 一 
个 块 。 

单 期 (one step) 。 假 设 rd4d， 如 果 是 这 样 ， 则 

@ 以 无 风险 利率 借入 1 美元 。 


。 购买 5 由 5 股 股票 。 


即 构造 一 个 资产 组 合 : z+ 二 50，> 二 一 1， 其 价值 VC0) 一 0。 一 个 时 其 


以 后 ，S(1) = 二 S(0) (1 十 d), V(1) = 一 r 十 dd 三 0， 或 者 S(1) = SC(0) (1 十 
zx)，V(1) = 一 r 十 xx 六 0， 则 存在 套利 机 会 。 

假设 ur, 在 这 种 情况 下 : 

@ 购买 1 份 债券 。 


。 卖 空 50 股 股票 。 


其 结果 是 ， 构 造 资产 组 合 : zx 一 一 505;，y 一 1。 我 人 有 初始 值 VC0) =0。 


一 个 时 期 以 后 ， 如 果 股 票 价格 上 涨 ， 则 资产 组 合 的 价值 V(1) =r 一 u 宇 0; 
如 果 股 票 价格 下 跌 ， 则 V(1) ==+ 一 4 守 0, 仍然 存在 套利 机 会 。 

最 后 ,假设 d 二 rr 二 w。 对 某 一 个 实数 a， 每 一 个 使 得 V(0) = 0 的 资 
产 组 合 必须 是 x 二 5605， y 王 一 4g。 考虑 如 下 三 种 情况 : 

(1) a 二 0 无 现金 、 无 股票 的 平凡 资产 组 合 (trivial portfolio))， 则 
V(1) 一 0。 

(2) a 二 0〈 贷 款 投 资 于 股票 ) ， 则 如 果 股 票 价 格 下 跌 ，V(1) = a(d 一 
EN 0 


(3) a 二 0 (用 卖 空 股票 融资 取得 债券 多 头头 寸 )， 在 这 种 情况 下 ， 如 
果 股 票 价格 上 涨 ， 则 V(1) = a(x 一 ”) 二 0。 
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显然 ， 当 d 二 r 二 wu 时 , 不 存在 套利 机 会 。 

于 是 ， 我 们 就 证 明了 在 单 期 情况 下 ， 当 且 仅 当 没有 套利 机 会 时 ，d 二 
r< uo 

多 期 (several steps) 。 令 d 一 > 一 x，, 假设 存在 套利 机 会 。 可 以 认为 股 
票 价格 树 是 单 期 子 树 的 集合 ， 如 图 4 一 1 所 示 。 我 们 取 使 得 V(n) 关 0 的 最 
小 的 nx， 就 可 以 找到 一 个 单 期 子 树 ， 在 其 树 根 有 V(n 一 1) 二 0。 在 这 个 树 
根 生 长 出 的 每 一 个 节点 ， 有 V(z) 三 0， 且 有 一 个 或 者 更 多 个 节点 使 得 
Vln) 二 0。 如 果 d 二 r 二 wu， 根 据 单 期 情况 ， 这 是 不 可 能 的 ， 导 致 予 盾 。 


图 4 一 1 在 二 期 二 叉 树 模型 中 的 单 期 子 树 


相反 ， 假 设 多 期 的 二 叉 树 模型 不 存在 套利 机 会 ， 那 么 对 任意 使 得 
V(0) 二 0 的 投资 策略 ， 必 有 Vln) 二 0 对 任意 成立 ， 特 别 地 ，V(1) 一 0。 
由 单 期 情况 的 论证 ， 可 以 得 到 4 二 r 二 u。 口 


我 们 将 用 无 套利 原则 和 风险 中 性 概率 之 间 的 基本 关系 的 简短 讨论 结 
束 本 章 。 首 先 ， 我 们 注意 到 ， 在 二 又 树 模型 中 ， 无 套利 等 价 于 存在 风险 
中 性 概率 。 


命题 4.3 

当 且 仅 当 存在 风险 中 性 概率 p. ,使 得 0 二 p, 一 1 时 ， 二 又 树 模型 不 
允许 存在 套利 机 会 。 

证 明 

这 是 练习 3. 18 和 命题 4. 2 的 直接 结论 。 器 


4. 1.4 资产 定价 基本 定理 


读者 第 一 次 阅读 本 书 时 ， 本 节 可 以 略 过 。 在 本 节 我 们 转向 研究 假设 
4. 1 一 4. 5 的 一 般 情 况 。 

我 们 已 经 知道 ， 二 叉 树 模型 中 的 股票 的 折 现 价格 在 风险 中 性 概率 下 
可 以 构成 蒜 ， 参 见 命题 3. 5 和 推论 3. 6。 下 面 我 们 将 这 些 结论 扩展 到 任意 
的 离散 模型 。 
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定理 4.4 (资产 定价 基本 定理 ) 
无 套利 原则 等 价 于 存在 满足 如 下 条 件 的 概率 已 . ， 在 状况 构成 的 集合 
Q 上 满足 已 . (w) 之 0 对 任意 状况 wEQ 成 立 ， 且 折 现 价格 5,(n) 一 A 


满足 





E. (Si (nt+1)|S(m)= 5,(n) (4. 3) 
对 于 任意 7 一 1， …，7l 和 7 一 0，1，2， … 成 立 ， 这 里 EE,(。… 1S(n)) 表 
示 已 知 时 间 ”的 股票 价格 SC(n) 对 于 概率 P. 的 条 件 期 望 。 
资产 定价 基本 定理 的 证 明 技巧 性 很 强 , 我 们 在 这 里 就 不 证 明了 。 
定义 4.5 
如 果 随 机 变量 序列 X(0) ，X(1) ，X(2) ，… 使 得 
正 . (X(Cz 十 1)| SG)) = Xn) 
对 每 一 个 2 一 0，1，2… 成 立 ， 我 们 称 它 对 于 概率 P, 构成 凌 。 
条 件 (4. 3) 可 以 说 成 股票 折 现 价格 5; (0)，S; (1)，S, (2) ，… 对 于 


概率 PP, 构成 凌 ， 称 已. 为 状况 集合 2 上 的 风险 中 性 或 者 蒜 概 率 ， 称 已 。 
为 风险 中 性 期 望 或 者 鞭 期 望 。 


例 4.5 
假设 A(0) = 100 美元 ; A(1) = 110 美元 ; A(2) = 121 美元 , 且 股 票 
价格 有 如 下 4 种 可 能 状况 : 


状况 。 5S(0) S(1) S(2) 


wi 90 100 112 
oz 90 100 106 
Ws 90 80 90 
ws 90 80 80 


股票 价格 树 如 图 4 一 2 所 示 。 我 们 用 在 每 个 节点 的 分 支 概率 p. ，4,，7. 
表示 风险 中 性 概率 P. ， 关 于 SCn) 一 味 加 的 条 件 〈4.3) 可 写成 如 下 三 
个 方程 ， 树 的 每 一 个 节点 对 应 一 个 方程 ， 即 


100, 480 (1 )_ 90 
110P: +110 ‘1p.)=1o6 
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图 4 一 2 例 4.5 中 的 股票 价格 二 叉 树 


2 00 ,I 
1219. 十 121 (1 一 9.) 一 10 
90 80 ，  、_ 80 
121”* 十 121 (1 一 ) 一 10 
计算 这 些 方程 ， 得 到 


_ Jo 2 4 


Pp.—20 9 一 了 Fe 
每 一 个 状况 (通过 这 个 树 的 每 个 路 径 ) 相应 的 风险 中 性 概率 计算 如 下 ， 

P. (w) 一 .9q. 一 站 X 了 = 总 

P. (wn)=p, (1 一 9.) 一 加 x(1 一 全 ) = 总 

P. (wi) = (1—p,)r, = (1 一 阁 )x 志 = 

P. (wm)= (1—p,)(1—r, ) 一 (1 条)x(1 志 】 a 


55 根据 定理 4.4, 风险 中 性 概率 的 存在 意味 着 不 存在 套利 机 会 。 


4.2 模型 的 扩展 


股票 一 类 的 证 券 ， 如 果 交 易 这 种 证 券 与 其 他 资产 无 关 ， 则 称 之 为 基 
本 证 券 (primary securities)。 相 反 ， 衍生 证 券 ， 例如 期 权 、 远 期 合约 
(在 第 1 章 中 我 们 已 经 列举 了 一 些 简单 例子 )， 是 法 定 的 合约 ， 给 予 持 有 
者 一 定 的 金融 权利 和 义务 ， 这 些 权 利和 义务 由 标的 证 券 价 格 决定 。 标 的 
证 券 可 以 是 基本 证 券 ， 如 股票 远 期 合约 的 情况 ， 它 还 可 以 是 衍生 证 券 ， 
如 在 期 货 期 权 的 情况 下 。 衍 生 证 券 没 有 属于 自己 的 权利 ， 除 非 标 的 证 券 
已 经 交易 。 衍 生 证 券 被 认为 是 未 定 权 益 (contingent claims)， 因 为 它们 
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的 价值 由 标的 证 券 价格 决定 。 

例如 ， 股 票 远 期 合约 多 头头 寸 的 持 有 者 承诺 在 特定 的 交割 时 间 以 远 
期 价格 购买 股票 ， 无 论 那 时 的 股票 价格 是 多 少 。 远 期 头寸 的 价值 随 股票 
而 定 ， 如 果 在 交割 日 股票 的 市 场 价格 高 于 远 期 价格 ， 则 其 价值 为 正 ， 如 
果 股 票 的 市 场 价格 低 于 远 期 价格 ， 则 其 价值 为 负 。 


注 4.1 

在 4.1 节 的 假设 中 ， 无 套利 原则 假设 是 针对 投资 策略 仅 包含 两 种 基 
本 证 券 ， 诸 如 股票 和 债券 (或 者 货币 市 场 账户 ) 论述 的 ， 而 在 许多 著作 
中 ， 要 求 在 套利 证 明 中 构造 的 投资 策略 除了 股票 和 债券 外 还 包含 衍生 证 
券 。 为 更 精确 ， 需 要 把 这 些 假设 扩展 到 由 基本 证 券 和 衍生 证 券 组 成 的 投 
资 策 略 。 

4. 1 节 中 的 只 包含 风险 股票 和 货币 市 场 账户 的 资产 组 合 的 状况 ， 将 扩 
展 到 除 股票 以 外 的 各 种 其 他 类 型 的 风险 证 券 。 特 别 地 ， 为 适应 实际 情况 
需要 ， 可 以 包含 衍生 证 券 ， 诸 如 远 期 合约 和 期 权 ; 也 可 以 包含 基本 证 券 
诸如 各 种 到 期 日 的 债券 ， 它 们 的 未 来 价格 可 以 是 随机 的 (当然 在 到 期 日 
除外 )。 我 们 将 放松 在 货币 市 场 账户 上 的 投资 是 无 风险 的 假设 ， 引 入 随机 
利率 的 观点 ， 按 照 这 种 思路 ， 我 们 将 在 第 6 一 8 章 中 详细 研究 衍生 证 券 ; 
在 第 10 一 11 章 中 研究 随机 债券 价格 和 利率 期 限 结 构 。 

各 种 证 券 的 交易 模式 与 4.1 节 中 的 股票 的 模式 交易 类 似 。 我 们 用 
Si(n)，…，S(n) 表示 m 种 不 同 的 基本 证 券 在 时 间 n 的 价格 ， 一 般 来 
说 ,是 m 种 股票 ， 也 可 以 包括 其 他 资产 ,诸如 外 币 、 商 品 和 各 种 不 同 到 
期 日 的 债券 。 为 了 与 基本 证 券 的 价格 相 区 别 ， 我 们 用 A(n) 表示 货币 市 
场 账户 的 价格 。 另 外 ， 我 们 引入 种 不 同 的 衍生 证 券 ， 如 远 期 合约 、 看 
涨 期 权 或 看 跌 期 权 ， 或 者 其 他 的 未 定 权 益 ， 它 们 在 时 间 n 的 市 场 价格 用 
D1(n)，…，Di(n) 表示 。 

与 股票 和 债券 的 价格 不 同 ， 我 们 不 再 要 求 所 有 衍生 证 券 的 价格 是 正 
的 。 例 如 ， 在 交易 时 ， 远 期 合约 的 价值 为 零 ， 以 后 它 可 以 并 且 经 常 是 负 
的 ， 因 为 远 期 合约 多 头头 寸 的 持 有 者 经 常会 以 高 于 市 场 的 价格 购买 股票 。 
基本 证 券 未 来 的 价格 Si1(n)，…，S,(n) 和 A(n)， 以 及 衍生 证 券 的 未 来 
价格 Di(n)，D;(n) …，Di(n) 是 随机 变量 ， 但 是 我 们 不 排除 它们 之 中 
的 某 一 些 可 以 用 一 个 常数 随机 变量 或 者 简单 地 用 实数 表示 ， 比 如 到 期 日 
债券 的 价格 可 以 是 预先 已 知 的 。 所 有 的 当前 价格 Si (0)，…，S,, (0)， 
A(0)，Di(0)，…，D;(0) 在 时 间 0 当然 是 已 知 的 ， 即 也 是 实数 。 

基本 证 券 的 头寸 包括 货币 市 场 账户 ， 我 们 用 zx ，…，xz， 和 y 表示 ， 
相应 的 衍生 证 券 用 =: ，…，z 表示 。 在 时 间 nn 持 有 这 类 头寸 的 投资 者 的 
财富 为 


m 天 
VO = >) x5 + yA + DzD,(n) 
j=™=l i=l 


它 扩 展 了 式 (4. 1)。 
4. 1 节 中 的 假设 需要 被 如 下 的 假设 代替 。 


假设 4. 1a (随机 性 ) 
对 任意 的 n= 1， 2， Pg 资产 价格 Si (n), i 3 A (n), 
Di (n), 和 | D, (n) 是 随机 变量 。 


假设 4.2a (价格 的 正 性 ) 
87 基本 证 券 的 价格 ， 包 括 货币 市 场 账户 的 价格 ， 是 正 的 ， 即 


Sin), SC， ACn) SO0 n=0, 1 2 


假设 4. 3a (可 分 性 、 流 动 性 和 卖 空 ) 
投资 者 可 以 买 人 、 卖 出 和 持 有 任意 数量 的 资产 ， 即 可 以 是 整数 、 分 
数 、 正 数 、 负 数 和 零 。 一 般 地 ， 


Ti Ta Ys Zs 0 ER 


假设 4. 4a (偿付 能 力 ) 
投资 者 的 财富 始终 是 非 负 的 ， 即 


Vn 二 0 n=0, 1,， 2.… 


假设 4. 5a (离散 单元 价格 ) 
对 每 一 个 n= 二 0， 1， 2…， 价格 Si (n)， ~ Sn), A(n), Di (n), 9 六 和 
Di(n) 是 仅 取 有 限 多 个 值 的 随机 变量 。 


定义 4. 1 一 4.4 也 可 以 立刻 扩展 为 ， 


定义 4.1a 
资产 组 合 是 向 量 


(Zin) xn) yn), Zin), ,zn)) 
它 表示 时 间 n 一 1 入 之 间 的 投资 者 持 有 的 基本 证 券 和 衍生 证 券 的 数量 。 
下 标 为 n 二 1，2… 的 资产 组 合 序列 称 为 投资 策略 。 在 时 间 n 宇 1， 投 资 者 
的 财富 或 者 策略 价值 为 

V(n) = Dz, (mS; Cn) 十 y(n)A(n) 十 Day pie 


TT 
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在 时 间 0 的 初始 财富 为 


m 日 
V(0) = Dx,(1)S;(0) + y(1)ACO) + Dz(1)D;(0) 
了 一 1 i=] 


定义 4.2a 
如 果 在 时 间 三 1 构成 的 持 有 到 下 一 个 时 段 n 十 1 的 资产 组 合 完全 由 
当前 财富 V(z) 融资 ， 则 称 投资 策略 是 自 融 资 的 ， 有 


my 不 
2 Tnt DS +ynt+ DAW + Dnt DDn) =Vn) 
j=1 i=1 


定义 4.3a 
如 果 对 每 一 个 时 间 n 二 0，1，2… 构 造 的 资产 组 合 


(zi nt1), ee, x, nt1), ynt1), zilnt1), …, znt+1)) 


仅仅 取决 于 直到 且 包 括 时 间 的 市 场 状况 树 的 节点 ， 则 称 投资 策略 是 可 
预测 的 。 


定义 4. 4a 
投资 策略 称 为 是 可 允许 的 ， 如 果 它 是 自 融 资 的 ， 可 预测 的 ， 而 且 对 
每 一 个 n= 二 0，1，2…， 


V(z) 三 0 


的 概率 为 1。 
无 套利 原则 可 以 不 需 任何 修改 地 扩展 。 


假设 4. 6a (无 套利 原则 ) 
对 某 个 ?一 1，2，…，, 不 存在 任何 可 允许 的 策略 使 得 V(0) = 0 有 
V(n) 之 0 有 正 的 概率 。 


资产 定价 基本 定理 可 以 表示 如 下 。 
定理 4. 4a (资产 定价 基本 定理 ) 
无 套利 原则 等 价 于 存在 Q 上 且 满 足 所 有 的 wEQ，P,. (w) 之 0 的 概率 


P.， 并 且 基 本 证 券 和 衍生 证 券 的 折 现 价格 $ (z) = SCz 和 方 Cn) 一 


Aln) 
D,(n) 
2 对 于 .是 园 ， 妈 





E. (S;(nt+1)|S(n))=5,(n), E, (D,(nt+1)| Sn)) = ,0n) 


OTT TT TT TT 75 
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对 任意 7 一 1，2，…，m， 任 意 ; 王 1，2，…，&， 和 任意 zz 一 0，1，2，.… 
成 立 ， 这 里 五 . (。| S(n)) 表示 在 时 间 已 知 股票 价格 SCn) 对 概率 PP, 计 
算 的 条 件 期 望 。 


例 4.6 

我 们 假设 状况 w ，ow; ，ows ，w, ， 股 票 价格 S(0)，S(1)，S(2) 和 货 
币 市 场 价格 A(0)，A(1)，A(2) 与 例 4.5 相同 。 另外 我 们 考虑 欧式 看 涨 
期 权 ， 它 给 予 持 有 者 在 时 间 2 以 施 权 价 X= 85 美元 购买 股票 的 权利 (但 
不 是 义务 ) 。 

在 这 种 情况 下 ， 我 们 需要 考虑 模型 对 于 三 种 资产 一 — 即 股票 、 货 币 
市 场 和 期 权 一 一 的 扩展 模型 ， 其 价格 分 别 为 SC(n)，A(n)，Cs Cn)， 这 里 
C*(n) 是 期 权 在 时 间 n= 二 0，1， 2 时 的 市 场 价 格 。 

在 时 间 2， 期 权 的 价格 由 施 权 价 和 股票 价格 确定 ， 即 


C°(2) =max{S(2)—X, 0) 
价格 C 0) 和 C5(1) 可 以 利用 资产 定价 基本 定理 计算 得 (这 也 是 对 定理 


名 称 的 解释 )。 根 据 定理 ， 存 在 概率 P. 使 得 股票 和 期 权 的 折 现 价格 SCn) 一 


宛 (的 和 CECn) 一 人 OX 是 扶 ， 否 则 将 存在 套利 机 会 。 无 论 怎样 ， 存 在 叭 


一 的 可 以 将 SCz) 转化 成 为 靳 的 概率 已 . ， 即 例 4.5 中 计算 出 的 概率 。 
此 ，CE(n) 对 于 这 个 概率 P, 必 是 一 个 蒜 ， 于 是 有 








_ A 0 ， 
C°(1) 一 分 (2 已 (CE(2)|S(1))，CE(O) Ey 


对 于 每 个 状况 已. 的 值 在 例 4. 5 中 已 计算 出 ， 我 们 可 以 利用 它 计 算 CE (1) 
和 Cs(0)。 例 如 ， 
CE(1, woi) 一 CE(1，w;) 
A() 、P. (wi)CE(2, wi)+P, (w,)CE(2, ws) 


= 
A(2) P. (w)+P, Cw,) 


110_ 芳 x27+ 如 x21 
"I 宇 22.73 (美元 ) 
30 60 





用 同样 的 方法 ， 我 们 有 
状况 CE(0) CE CE(2) 


人 19. 79 22. 73 27. 00 
wz 19. 79 22. 73 21. 00 
ws 19. 79 3. 64 5. 00 
ws 19. 79 3. 64 0. 00 
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练习 4.8 
90 应 用 资产 定价 基本 定理 计算 时 间 0 和 时 间 1 的 看 跌 期 相 


假设 期 权 的 施 权 价 为 1I0 美元 ; 两 不 时 段 之 后 到 期 ; 状 
wz，w3，w4， 股票 价 格 S(0)，S(1)，S(2) 和 货币 市 场 价格 


A4(0)， A(D)， 4(2) 与 例 4.5 相同。 


-= 


ED 


资产 组 合 管理 





91 投资 于 风险 证 券 的 投资 者 总 会 担心 亏损 或 业绩 不 佳 。 在 本 章 中 ， 我 
们 分 析 在 多 个 证 券 上 分 散 投资 的 优点 。 虽 然 我 们 使 用 的 数学 工具 非常 简 
单 ， 但 却 得 出 了 很 多 意 想不到 的 结论 。 


首先 ， 我们 需要 确定 一 个 合适 的 变量 来 度量 风险 。 例 如 ， 在 到 期 日 ， 
投资 收益 率 为 8% 的 债券 没有 风险 ， 在 这 种 情况 下 ， 风 险 的 测度 应 该 为 
0。 如 果 取 决 于 市 场 状况 ， 投 资 收益 为 11% 或 者 13%， 则 这 个 投资 风险 
明显 比 投资 收益 为 2% 或 者 22% 的 投资 风险 更 小 。 收 益 率 价差 很 难 用 于 
测量 风险 ， 因 为 收益 率 忽视 了 概率 。 如 果 收 益 率 是 22% 的 概率 是 0. 99， 
收益 率 是 2% 的 概率 是 0. 01， 投 资 者 可 能 认为 投资 风险 很 小 。 而 如 果 同 
样 的 收益 率 发 生 的 概率 都 是 0. 5， 则 投资 者 会 认为 投资 的 风险 较 大 。 计 算 
风险 的 数量 需要 抓 住 风险 的 两 个 方面 : (1) 某 一 参照 值 与 每 个 市 场 状 况 
之 下 收益 率 值 之 间 的 差 ;(2) 各 种 不 同 状况 的 概率 。 

假设 风险 资产 的 收益 率 K 为 随机 变量 ， 自 然 取 期 望 ECK》〉 作 为 参照 
值 ， 则 方差 Var(K) 作为 风险 的 度量 是 合适 的 。 
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练习 5. 1 
计算 如 下 三 个 投资 项 目的 风险 Var(K1),， Var(K,)，Var(K;)， 
这 里 收益 率 Ki1，K;，K; 取决 于 市 场 状 况 : 


状况 概率 ”收益 率 K! 收益 率 K。 收益 率 Ks 


wl 0.25 12% 11% 2% 

wz 0.75 12% 13% 22% 
在 这 三 个 投资 项 目 中 ， 哪 一 个 项 目的 风险 最 大 ? 哪 一 个 项 目的 
风险 最 小 ? 
练习 5.2 


考虑 两 个 状况 :状况 w 的 概率 为 工 ， 状 况 ws 的 概率 为 了 。 候 


设 某 个 证 券 在 第 一 个 状况 的 收益 率 Ki (w ) = 一 2%; 在 第 二 个 状 
况 的 收益 率 Ki (w, ) 二 8%。 如 果 另 一 个 证 券 在 第 一 个 状况 的 收益 
率 K,(w ) 二 一 4%， 计 算 另 一 个 状况 的 收益 率 K; (ws ) ， 使 得 两 
个 证 券 具有 相同 的 风险 。 


在 某 些 情况 下 ， 用 收益 率 的 标准 差 ox 二 VVar(K) 测 量 风 险 更 合适 。 
如 果 以 确定 的 单位 去 测量 某 变量 ， 那 么 标准 差 可 以 用 相同 的 单位 表示 ， 
与 原来 的 变量 直接 相关 。 而 方差 则 不 同 ， 它 将 用 平方 单位 表示 。 


例 5.1 
假设 某 个 投资 的 收益 率 K = 二 3% 或 者 一 1%， 其 概率 都 是 0.5。 那 么 
风险 为 


Var(K) 二 0.0004 或 者 ox 二 0.02 


取决 于 选择 方差 还 是 标准 差 。 现 在 假设 另 一 个 投资 的 收益 率 是 第 一 个 投 
资 收益 率 的 2 倍 ， 即 2K = 6% 或 者 一 2%， 概 率 仍 然 是 0.5。 那 么 第 二 个 
投资 的 风险 为 


Var(2K) 一 0.0016 或 者 ok 一 0. 04 
即 如 果 用 方差 测量 ， 则 风险 为 原先 的 4 倍 ; 如 果 用 标准 差 测量 ， 则 风险 
为 2 倍 。 
这 可 以 用 以 下 的 一 般 法 则 表示 : 对 任意 的 实数 a， 有 
Var(aK) = a’:Var(K) 


ox =|alox 


注 5.1 

另 一 个 量化 风险 的 方法 是 利用 对 数 收益 率 上 的 方差 Var(k) (或 者 标 
准 差 6)，K 和 的 选择 取决 于 需要 完成 的 工作 的 性 质 。 例 如 ， 如 果 投 资 
者 对 时 间 上 的 一 系列 投资 有 兴趣 ， 那 么 ， 为 测量 风险 ， 对 数 收益 率 的 方 
差 更 有 用 ， 这 是 因为 基于 对 数 收益 率 风险 的 可 加 性 : 


Var(k(0, n)) = Var(k(1)) 十 … 十 Var(k(n)) 


式 中 ，k(i) 为 时 段 i 二 1，…，n 的 对 数 收 益 率 ， 并 且 (0，n) 是 从 0 到 
对 .时 段 上 的 对 数 收益 率 ， 假 设 &Gi) 是 独立 的 。 上 式 成 立 是 因为 根据 命题 
3.2,k(0,n) 二 (1) 十 … 十 k(n)， 以 及 相互 独立 的 随机 变量 和 的 方差 等 
于 它们 的 方差 的 和 。 

而 在 本 章 中 ， 我 们 研究 在 单个 时 段 同时 持 有 多 个 证 券 的 资产 组 合 ， 
为 此 ，E(K) 和 Var(K) 的 性 质 比 对 数 收益 率 更 合适 ， 其 中 天 为 原来 的 
资产 组 合 的 收益 率 〈 见 下 面 的 式 (5.4) 和 式 (5. 5))。 


练习 5.3 
考虑 两 个 风险 证 券 ， 其 收益 率 K 和 K; 为 
状况 ”概率 ”收益 率 K， 收益 率 K， 
wm 0.5 10.53% 7.23% 
ws 05 13.87% 10.57% 


计算 相应 的 对 数 收 益 率 kl 和 AR2， 并 比较 Var(ki) 和 Var(k,), 
Var(K) 和 Var(K,), 


5.2 两 证 券 
94 我 们 在 本 节 中 将 详细 地 论述 在 只 有 两 个 风险 证 券 的 简单 情况 下 ， 期 
望 收益 和 风险 之 间 的 关系 。 

例 5.2 

假设 两 只 股票 价格 变化 如 下 : 
状况 概率 收益 率 Ki 收益 率 K， 
wi 0.5 10% —5% 
Ww 0.5 —5% 10% 


如 果 我 们 将 资金 平分 投资 于 这 两 只 股票 ， 那 么 我 们 在 每 个 状况 将 有 5% 的 
收益 在 一 只 股票 上 损失 5% ， 而 在 另 一 只 股票 上 收益 10%)。 尽管 分 别 
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投资 于 这 两 只 股票 是 有 风险 的 ， 但 我 们 已 经 通过 将 资金 平分 投资 于 两 只 
股票 消除 了 风险 。 这 是 分 散 投资 的 简单 例子 ， 在 这 里 特别 有 效 ， 因 为 相 
应 的 收益 率 是 非 负 的 。 


除了 用 持 有 的 证 券 份 额 来 描述 资产 组 合 之 外 ， 我 们 现在 引入 另 一 个 
非常 方便 的 描述 证 券 之 间 的 现金 分 配 的 变量 ww。 


例 5.3 

假设 两 种 股票 的 每 股价 格 分 别 为 S1(0) = 30 美元 ，S; (0) = 40 美元 。 
我 们 构造 一 个 价值 (0) == 1 000 美元 的 资产 组 合 。 购 买 第 一 种 股票 20 
股 ， 购 买 第 二 种 股票 10 股 ， 那 么 ， 两 个 股票 的 资金 分 配 为 


_ 30Xx20 
1 1000 


wi 和 w, 称 为 权重 。 如 果 股 票 的 价格 变 为 S,(1) = 35 美元 ，S, (1) = 39 
美元 ， 那 么 资产 组 合 的 价值 V(1) = 二 20X35 十 10X39= 二 1 090 美元 。 注 意 ， 
此 时 两 个 证 券 投 资 的 比例 不 再 是 60% 和 40%， 而 是 


20X35 10X39 
1 090 涯 64. 22%， 1 090 人 兰 85. 78% 


尽管 在 组 合 中 的 股票 数量 保持 不 变 。 
权重 定义 为 


_ x1S1(0) _ ZS (0) 
1! VO) ’™: VO0) 


式 中 ，xzi 和 zz 为 在 资产 组 合 中 的 股票 数量 。 这 意味 着 ，w, 是 初始 资产 
组 合 中 投资 于 证 券 & 的 比例 。 注 意 ， 权 重 相 加 总 是 100%， 即 


| Si (0) 0 一 —V(0) 
V(0) ”VCO) 


如 果 人 允许 卖 空 ， 那 么 其 中 一 个 权重 为 负 ， 另 一 个 权重 可 以 大 于 1。 





10X40 _ /10% 


=60%, w,= -000 








wi 十 w, = = 1 (5: 1 


例 5.4 
假设 资产 组 合 的 价值 VC0) = 1 000 美元 ， 由 例 5. 3 中 第 一 种 股票 多 

头 和 第 二 种 股票 空头 构成 ， 其 权重 w 二 120%，w, = 一 20%。 则 有 
V(CO) 
CO 


V0) _ 
0 


0 





二 40 


hx 0 一 
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如 果 股 票 价格 变化 与 例 5. 3 中 相同 ， 那 么 资产 组 合 的 价值 变 为 


Si (1) seo) 
SC0) " we S,(0) 


= 000(120%X 辑 一 20%X 骂 ) 二 1 205 (美元 ) 


二 zw 





V(1) =zS,(1) zsS;(1) =V(0)( 


收益 来 自 第 一 种 股票 价格 的 上 升 和 第 二 种 股票 价格 的 下 降 。 而 一 个 小 投 
资 者 可 能 会 面 对 卖 空 的 某 些 限 制 。 例 如 ， 他 必须 支付 卖 空 股票 所 得 的 
50% 的 保证 金 ， 总 计 为 50% X200 = 100 美元 ， 可 以 按 无 风险 利率 借款 ， 
该 贷款 的 利息 支付 可 以 从 资产 组 合 的 最 终 价 值 (1) 中 减 去 。 


练习 5.4 
计算 资产 组 合 的 价值 YI1)， 它 的 初始 价值 (0) = 100 美元 。 资 
产 组 合 由 权重 ww 二 25%，w, 二 75% 的 两 种 证 券 构成 。 假 设 证 券 
初始 价格 由 S1(0) = 45 美元 和 S; (0) = 33 美元 , 变 为 S (1) = 
48 美元 和 S; (1) = 32 美元 。 


在 例 5.4 和 练习 5.4 中 ， 我 们 看 到 次 (由 对 价格 的 依赖 仅 源 于 比率 


叶 央 一 1+Ki 和 是 人 0) 一 1 十 K:。 这 说 明 ， 资 产 组 合 的 收益 率 仅 取决 于 


权重 TU 和 Tw, 以 及 这 两 个 证 券 的 收益 率 Ki 和 K,。 





命题 5.1 
由 两 个 证 券 组 成 的 资产 组 合 的 收益 率 Ky 是 加 权 平 均值 ， 即 


Kv=w K+w,K, (5. 2) 


式 中 ，w, 和 zw 为 权重 ; Ki 和 K; 为 这 两 个 证 券 的 收益 率 。 
证 明 
假设 资产 组 合 由 数量 为 zi 的 第 一 种 股票 和 数量 为 zx; 的 第 二 种 股票 
组 成 ， 那 么 资产 组 合 的 初始 价值 和 最 终 价 值 是 
V(0) = x1S1(0) 十 x2S, (0) 
V(1) 三 T1S1(0)(1 十 Ki1) 十 x2S;(0) (1 十 K,) 
=V(0) (rw (1+K1)+w, (1++K;)) 
因此 ， 资 产 组 合 的 收益 率 


ED 一 YXKOX 
WwW 


下 v 一 (0) 2 +w,K; 加 


练习 5.5 
计算 由 两 种 股票 构成 的 资产 组 合 的 收益 率 ， 其 权重 为 ww = 
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30%%，w? 一 70%， 各 股票 的 收益 情况 如 下 : 


97 状况 收益 率 Ki 收益 率 K; 
wi 12% —4% 
Co2 10% 7% 
注 5.2 
对 于 对 数 收益 率 ， 类 似 于 式 (5. 2) 的 公式 成 立 ， 即 
er 二 wi eri 十 roze% (C5:.3) 


可 是 ， 如 果 我 们 需要 收益 率 的 期 望 和 方差 或 标准 差 与 权重 相关 ， 那 么 这 
个 公式 不 是 特别 有 用 。 男 一 方面 ， 如 下 所 述 ， 式 (5. 2) 可 以 推导 出 上 面 
要 求 的 结果 。 


练习 5.6 
验证 公式 (5. 3)。 


资产 组 合 的 期 望 收益 和 风险 


由 两 个 证 券 组 成 的 资产 组 合 的 期 望 收益 可 以 很 容易 地 用 这 两 个 证 券 
的 期 望 收 益 和 权重 表示 ， 即 


E(Kvy)=wE(K1)+w,E(K;,) (5. 4) 
这 可 以 由 式 〈5. 2) 和 数学 期 望 的 可 加 性 得 出 。 


例 5.5 
考虑 给 出 概率 的 如 下 三 个 状况 (三 叉 树 模型 )。 假 设 在 这 三 个 状况 
下 ， 两 只 股票 的 收益 率 如 下 : 


状况 概率 收益 率 Ki 收益 率 天 。 


wi (衰退 ) 0.2 —10% 一 30% 

ws( 萧 条) 0.5 0% 20% 

wa( 繁 荣 ) 0.3 10% 50% 
股票 的 期 望 收益 为 

E(K1)=—0.2X10% 十 0. 5X0% 十 0. 3X10% = 二 1% 


E(K;,)=—0.2X30% 十 0. 5X20% 十 0. 3X50% = 二 19% 


98 假设 将 可 利用 资金 的 60% 投 资 于 第 一 种 股票 ，40% 投 资 于 第 二 种 股票 ， 
则 这 个 资产 组 合 的 收益 率 为 
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E(Kyv) us wE(K) )+w, EC(K;,) 
=0.6X1%+0.4X19%==8.2% 


练习 5.7 
如 果 由 两 种 股票 构成 的 资产 组 合 的 期 望 收益 为 EC(Ky) = 20%， 
给 定 第 一 种 股票 和 第 二 种 股票 的 收益 率 信息 如 下 : 


状况 概率 。” ”收益 率 Ki 收益 率 K; 


wi( 衰 退 ) 0.1 —10% 10% 

ws 《萧条 ) 0.5 0% 20% 

wa( 繁 荣 ) 0.4 20% 30% 
计算 权重 。 


为 计算 Kv 的 方差 ， 不 仅 需 要 知道 投资 组 合 中 股票 的 收益 率 Ki 和 
K; 的 方差 ,还 需要 知道 这 两 个 收益 率 的 协 方差 。 


定理 5.2 
资产 组 合 的 收益 率 的 方差 为 
Var(Ky) =wiVar(Ki)+w’Var(K,) 
十 2rul tw,Cov(Ki,K;,) (5. 5) 
证 明 


由 于 Ky 二 w Ki 十 w,K:， 并 合并 含 好 ， 芭 和 ww, 的 项 ， 我 们 就 
可 以 计算 
Var(Ky) =E(K’;)—E(Ky)’ 
=wi[E(K’)—E(K)’] +w [ECK?)—ECK,)’] 
+2w,w, [ECKi Ks)—E(K)E(K;)] 
=w Var(Ki)+wiVar(K;) 十 2wiw,Cov(Ki, K,) 
口 


为 避免 烦琐 ， 我 们 引入 如 下 资产 组 合 以 及 单项 资产 的 期 望 和 方差 的 记号 ， 
pv 一 下 (KEKv)， ov 一 WVarCKv) 
=E(K), om 一 VVarCR 7 
t=E(K:), ww 一 VVarCE 

我 们 还 引入 相关 系数 
KK 


O02 


(5. 6) 
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则 式 (5.4) 和 式 (5. 5) 可 以 写成 


py= wip twp (5.7) 
02 =w?g? 二 wo 二 2wi tw p120102 (5. 8) 
注 5.3 


我 们 总 假设 风险 证 券 的 收益 率 K! 和 K; 为 非常 数 随机 变量 ， 由 于 
0,，0, 之 0， 因 此 ps 总 是 有 定义 的 ， 因 为 式 〈5. 6) 的 分 母 o,，o, 不 为 零 。 


例 5.6 
利用 如 下 数据 : 
状况 概率 ”收益 率 K! ”收益 率 K; 
wli( 误 退 ) 0.4 —10% 20% 
ws( 萧 条) 0.2 0% 20% 
wa (繁荣 ) 0.4 20% 10% 


我 们 想 比较 用 方差 测量 的 ww, 二 40%，w, 二 60% 的 资产 组 合 的 风险 与 资产 
组 合成 员 的 风险 。 直 接 计算 ， 于 是 有 


中 全 0. 018 4, o>0. 002 4, pj, 一 0. 963 09 
由 式 〈5. 8) 可 以 计算 出 


双关 (0.4)2X0.018 4 十 (0.6)2X0.002 4 十 2X0.4X0.6 


X( 一 0.963 09)X v0.018 4X v0.002 4 
兰 0. 000 736 


注意 ,方差 oy 小 于 cl 和 史 。 


例 5.7 
考虑 另 一 个 资产 组 合 ， 其 权重 ww 二 80%，w, 二 20%， 其 他 参数 与 例 
5.6 相同 ， 则 
史实 (0.8)?X0.018 4 十 (0.2)2X0.002 4 十 2X0.8X0.2 
Xx (—0.963 09) X v0.018 4X V0.002 4 
六 0. 009 824 


吃 介 于 of 和 之 间 。 


命题 5.3 
如 果 不 允 许 卖 空 ， 则 资产 组 合 的 方差 % 不 会 超过 成 员 方差 of 和 有 % 
的 最 大 者 ， 即 
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omax{o?, oat} 


证 明 
假设 of 过 全 如 果 不 允 许 卖 空 ， 则 wl， w, 宇 0， 并 且 


Wg wo Sw rw, )o, = o, 
因为 相应 的 相关 系数 满足 一 1<p, 志 1， 由 此 得 出 
ov = wa! wg +2rw, tw, ps010, 
<wio’ twio? 十 2rww tw,o10, 
= (wo +w,o, )*<ot 


如 果 oli>o ， 则 证 明 是 类 似 的 。 口 


例 5.8 
现在 考虑 权重 zw = 一 50%，w, = 150% 的 资产 组 合 (允许 卖 空 证 
券 )， 其 他 数据 与 例 5.6 相同 ， 则 这 个 资产 组 合 的 方差 为 
WS(—0.5)*XO0.018 4 十 (1.5)2X0.002 4 十 2X( 一 0.5) 
X1.5X( 一 0.963 09) X V0.018 4X V0.002 4 
兰 0.019 6 


必 比 cl 和 都 大 。 


练习 5.8 
利用 例 5. 6 的 数据 计算 期 望 收益 率 yj = 46% 的 投资 组 合 中 各 项 
资产 的 权重 ， 并 计算 这 个 资产 组 合 的 风险 只 。 


相关 系数 总 满足 一 1<p,, 三 1。 下 一 个 命题 涉及 两 个 特殊 情况 ， 假 设 
piz 取 值 为 1 或 者 一 1， 这 意味 着 资产 组 合 中 的 证 券 完 全 正 相关 或 者 完全 负 
相关 。 


命题 5.4 
如 果 p, 二 1， 当 oo,, 上 且 


; Wi — (5. 9) 


0 0 O01 02 


时 ,oy 二 0 (必须 卖 空 ， 因 为 w 或 者 ww 是 负 的 )。 
如 果 pi, 二 一 1， 当 





i 


se 一 
Tw) a +o, 7 Ww, a +o, 《5 10) 
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时 ， ov 一 0 (不 必 卖 空 ， 因为 ZU 和 vw 都 为 正 ) 。 
证 明 
假设 p,, 二 1， 那 么 式 5. 8) 变 为 


= wo twiot2w wo0, = (wo +w,0, )? 
并 且 m 王 0， 当 且 仅 当 wo 十 wo, 二 0 时。 这 等 价 于 oj 关 o, 以 及 式 
(5.9)， 因 为 ww 十 w= 二 1。 
现在 假设 ps 二 一 1， 那 么 式 (5. 8) 变 为 


WW = wi tw —2w wo0, = (wo wo )” 
并 且 m 王 0， 当 且 仅 当 内 om 一 zso 王 0 时 。 最 后 的 等 式 等 价 于 式 〈5. 10)， 
因为 rw 十 zw 一 1。 口 


每 一 个 资产 组 合 可 用 so， 平面 上 坐标 为 o, 和 jy 的 点 表示 ， 我 们 在 
图 5 一 1 中 画 出 两 条 线 ， 表 示 ps 一 一 1 的 资产 组 合 ( 左 ) 和 p,, 二 1 的 资产 
组 合 ( 右 )。 粗 黑 线段 对 应 于 不 卖 空 的 资产 组 合 。 











图 5 一 1 py 三 一 1 和 ps 二 1 的 典型 的 资产 组 合 线 


假设 p== 一 1， 由 命题 5. 4 的 证 明 可 知 ，o, 一 |wo 一 wso, | 。 另 外 ， 
由 式 〈5.7) 可 知 pw 一 wp 十 wops， 由 式 (5.1) 可 知 雪 十 邮 一 1。 我 们 
选择 ;二 w, 作为 参数 ， 则 1 一 ;二 w,， 并 且 
om 一 |( 一 9)o 一 so | 
pv 一 (1 一 3)m 十 sy 
这 些 参数 方程 描绘 出 了 (o,， jy) 和 (om ， 心 ) 之 间 的 折线 段 ， 当 参数 
增加 时 ， 点 〈ov，Am) 会 沿 着 画 出 的 折线 段 从 (o,，jy,〉 移动 到 (oz， 
pa )。 
如 果 os 一 1， 则 mw= |wa 十 zwos | 。 我 们 仍 选 择 5 一 w, 作为 参数 ， 
并 且 可 以 得 到 参数 方程 
ov= |(1—s)o,+tso, | 
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Ly=(1— 5p 十 sea 
图 形 即 图 5 一 1 (o, ,pn) 和 (0,，j,) 之 间 的 直线 段 。 


如 果 不 允 许 卖 空 ， 则 0<s<1， 那 么 在 这 两 种 情况 下 ， 粗 黑 线 段 对 应 
于 不 允许 卖 空 的 资产 组 合 。 


练习 5.9 

假设 存在 两 种 状况 w， 和 w,， 考 虑 两 个 风险 证 券 ， 其 收益 率 为 
K! 和 K;。 证 明 对 于 某 些 a 关 0 和 4b，Ki 一 aK 十 bp， 并 且 推 导出 
pu 二 1 或 者 一 1。 


我 们 下 面 的 任务 是 ， 对 于 任意 给 定 的 满足 一 1 二 p, 二 1 的 p,,， 计 算 
风险 最 小 的 资产 组 合 。 我 们 仍然 取 ; == zw 作为 参数 ， 那 么 式 (5. 7) 和 式 
(5. 8) 有 如 下 形式 


Lv = (1—s)p + sp (5, 11) 
WW=(1—s) ts +2s(1—s) poo, (5. 12) 


很 显然 ，jyy 作为 s 的 函数 是 直线 ,而 有 % 是 s 的 二 次 函数 ，s? 的 系数 〈 即 
Ato —2p1010, > oto —200, = (0, 一 gs)* 宇 0) 为 正 。 定 理 (5.5) 给 
出 了 资产 组 合 方差 〈 或 者 等 价 的 标准 差 ) 最 小 化 问题 的 解答 。 首 先 计 算 
在 没有 卖 空 限制 情况 下 的 极 小 值 。 如 果 不 允 许 卖 空 ， 我 们 将 假设 参数 的 
取 值 范围 为 0<s 过 1。 


定理 5.5 
当 一 1 过 ps 二 1 时, 方差 最 小 的 资产 组 合 在 


Ra 中 一 olzalas 
1 tos —2pi010, 


达到 。 如 果 不 允 许 卖 空 ， 那 么 最 小 的 方差 在 


(5. 13) 


0 so=0 
-二 0 委 % 委 1 
< 
达到 。 
证 明 
我 们 计算 w% 对 s 的 导数 ， 并 且 令 导数 等 于 0， 即 


一 2(1 一 9)oi 十 2so 十 2(1 一 osoos 一 28osoo 一 0 


88 了 学 二 公 信 训 家 
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对 s 求解 得 到 上 面 的 so,， 二 阶 导数 
201 二 202 一 4p1s010; 记 207 十 202 一 4010, 二 2(01 一 a,)? 宕 0 
为 正 。 这 就 证 明了 在 % 有 最 小 值 。 它 是 全 局 最 小 值 ， 因 为 % 是 : 的 二 次 
函数 。 
如 果 不 允 许 卖 空 ， 我 们 需要 在 0 委 * 乏 1 时 ， 计 算 最 小 值 。 如 果 0 委 
5 委 1， 那 么 最 小 值 在 s, 得 到 ; 如果 s, 二 0， 则 最 小 值 在 0 达到 ; 如 果 
5 之 1， 则 在 1 达到 ， 因 为 史 是 * 的 二 次 函数 ，s? 项 的 系数 是 正 的 ， 如 图 


5 一 2 所 示 。 曲 线 的 加 粗 部 分 对 应 于 不 允许 卖 空 的 资产 组 合 。 口 
s 0 1 0 sl 0 1 so 
Suu=0 人 8 =1 


图 5 一 2 作为 s 的 函数 的 方差 of 的 最 小 值 


由 参数 方程 (5. 11) 和 〈5. 12) 确定 的 c，/ 平面 的 线 表示 给 定 c,， 
0%0 和 一 1<pis 全 1 的 所 有 可 能 的 资产 组 合 。 当 没有 卖 空 限制 时 ，* 可 以 
是 任意 实数 。 如 果 不 允 许 卖 空 ， 则 0 过 ;二 1， 我 们 只 得 到 一 个 线段 。 当 s 
从 0 增加 到 1， 相 应 的 点 (oy，jwy)〉 会 沿线 从 (0,，p) 移动 到 (6,， 
Lz)。 图 5 一 3 表明 了 两 个 典型 的 例子 ，pi, 接 近 于 但 大 于 一 1 ( 左 )，pj, 接 
近 于 但 小 于 1 ( 右 )。 粗 黑 线 段 表示 不 允许 卖 空 的 资产 组 合 。 





图 5 一 3 一 1 二 pi 二 1 的 典型 的 资产 组 合 线 


推论 5.6 
假设 o,<o,， 那 么 存在 如 下 三 种 可 能 的 情况 : 


(1) 如 果 一 1<ps<2， 那么 存在 不 卖 空 的 资产 组 合 ,使 得 mw < 


(图 5 一 4 中 的 线 4 和 线 5); 
(2) 如 果 pa 一 下 ， 则 mw>>mi 对 每 一 个 资产 组 合 都 成 立 图 5 一 4 中 
的 线 3); 
105 (3) 如 果 2. <prs<<1， 那 么 存在 卖 空 的 资产 组 合 使 得 oy<o ， 但 对 每 
一 个 不 卖 空 的 资产 组 合 有 oy 宇 o，( 图 5 一 4 中 的 线 1 和 线 2) 。 


A 








图 5 一 4 pi; 的 各 种 值 的 资产 组 合 线 


证 明 
ol 0l | 

(1) 如 果 一 1<ps<<， 则 坟 十 二 >% 之 0。 但 是 ， 由 于 2 二 志 1 
于 是 0<s。 二 1。 这 意味 着 ,该 资产 组 合 具 有 最 小 方差 ， 相 应 的 参数 为 s， 
包括 不 卖 空 的 情况 ， 并 且 满 足 6 二 0 。 

(2) 如 果 ps 一生， 则 so 二 0。 因 此， 对 每 个 资产 组 合 ， 有 oy 之 0， 
因为 of 是 最 小 方差。 

(3) 如 果 并 之 p<1， 则 so 过 0。 在 这 种 情况 下 ， 资 产 组 合 具有 最 小 

2 


方差 ， 相应 地 ， S50 属于 卖 空 资产 1 的 情况 ， 并 且 满 足 Oyo 9 当 5 之 5 
时 ,oy 是 ;的 递增 函数 ， 这 意味 着 mw 之 对 每 一 个 不 卖 空 的 资产 组 合 
成 立 。 口 


上 面 的 推论 是 重要 的 ， 因 为 推论 表明 ， 可 以 构造 一 个 比 任意 其 他 资 
产 组 合 风险 更 小 的 资产 组 合 。 在 情况 〈1)， 可 以 得 出 这 样 的 资产 组 合 ， 
且 不 用 卖 空 ; 在 情况 〈3)， 这 也 是 可 能 的 ， 但 仅 当 卖 空 是 允许 时 ， 在 情 
况 〈2)， 不 可 能 构造 出 这 样 的 资产 组 合 。 


例 5.9 
假设 
of=0.0041, =0.0121, p,,=0.9796 
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显然 , 01 二 5,， 并且 过 ps 二 1， 于 是 这 是 推论 5. 6 的 情况 (3)， 我 们 的 
2 
任务 是 计算 风险 最 小 并 且 不 用 卖 空 的 资产 组 合 。 
利用 定理 5. 5 ， 我 们 计算 出 
5% 兰 一 1.166 3, smn=0 


由 此 得 出 ， 在 方差 最 小 的 投资 组 合 中 ， 如 果 人 允许 卖 空 ， 证 券 的 权重 应 该 
是 世人 兰 2. 166 3，w, 实 一 1.166 3; 不 允许 卖 空 ， 则 w= 二 1,，w, 二 0。 


练习 5. 10 
利用 例 5. 6 中 的 数据 ， 计 算 风 险 最 小 的 资产 组 合 中 各 项 资产 的 
权重 ， 它 是 否 属于 卖 空 的 情况 ? 


我 们 用 包含 一 个 无 风险 证 券 的 资产 组 合 的 简短 讨论 结束 本 节 。 风 险 
证 券 〈 股 票 ) 的 方差 是 正 的 ， 而 无 风险 证 券 (债券 ) 的 方差 为 零 。 


命题 5.7 
由 期 望 收益 为 yx, ， 标 准 差 为 m > 0 的 风险 证 券 和 收益 为 r:， 标 准 差 
为 0 的 风险 证 券 构 成 的 资产 组 合 的 方差 mw 取决 于 风险 证 券 的 权重 zw ， 即 


oy 二 | zw lao. 


证 明 
假设 co >0， az 一 0， 则 式 C5.577 可 以 简化 为 = 二 wio?， 上 述 关 于 mv 
的 表达 式 可 以 由 取 平 方 根 得 出 。 口 


由 一 种 风险 证 券 和 一 种 无 风险 证 券 构 成 的 资产 组 合 在 c，zm 平面 上 的 
线段 如 图 5 一 5 所 示 。 与 前 面 一 样 ， 粗 黑 线 段 表 示 不 允许 卖 空 的 资产 
组 合 。 





图 5 一 5 ”一 个 风险 证 券 和 一 个 无 风险 证 券 的 资产 组 合 线 


Th 91 








5.3 多 个 证 券 


5. 3:1 


资产 组 合 的 风险 和 期 望 收益 
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由 个 不 同 的 证 券 构 成 的 资产 组 合 ， 可 以 用 它们 的 权重 

_ XiS:(0) Br 

VO 

表示 。 这 里 zx; 为 在 资产 组 合 中 的 第 i 种 证 券 的 数量 ，; Si(0) 为 证 券 i 的 

初始 价格 ; V(0〉 为 初始 投资 的 金额 。 为 方便 起 见 ， 我 们 把 权重 排 成 一 行 
和 矩阵 ， 即 


J 2 * ,NN 


w= [w w, * w,] 
与 两 证 券 情形 一 样 ， 权 重 之 和 等 于 1， 用 和 矩阵 的 形式 写成 

1 一 zy (5. 14) 
其 中 ， 

人 下 


为 所 有 ?个 元 素 为 1 的 一 行 矩 阵 ，w7 是 一 列 和 矩阵， 为 w 的 转 置 ， 并 且 适 
用 于 通常 的 矩阵 乘法 法 则 。 满 足 式 (5. 14) 的 以 w 为 权重 的 资产 组 合 组 
成 的 可 达 和 集合 ， 称 为 可 达 资 产 组 合 (attainable portfolios) 。 

假设 证 券 的 收益 率 为 多 ，…，K,。 期 望 收益 率 y= 二 EC(K;)， 其 中 
i 二 1，2,，…，n。 我 们 将 i 也 排 成 一 行 算 了 泗 ， 即 


m=[p pe … AM] 


两 个 收益 率 的 协 方差 用 cj = Cov(K;，K;) 表示 。 以 它们 为 元 素 的 nXn 
协 方差 矩阵 为 


C1 512 Cl 

C21 C22 C2n 
C= 

Cal Cn2 “Con 


我 们 已 经 知道 协 方差 矩阵 是 对 称 的 ， 并 且 是 正定 的 。 对 角 线 元 素 是 收益 
率 的 方差 c; 二 Var(K;)。 另 外 ， 我 们 以 后 将 假设 矩阵 C 有 逆 和 矩阵 C-: 。 





命题 5.8 
权重 为 w 三 [w，w。… w, ] 的 资产 组 合 的 收益 Kv 二 mo 天 十 … 十 
w,K， 的 期望 收益 pv 一下 (Kv) 和 方差 o% 二 Var(Kvy) 为 
py = mw (5. 15) 
of = wCwT (5. 16) 


证 明 
Apv 的 公式 可 由 期 望 的 线性 得 出 ， 即 


Lv =E(Ky) =E( Dwk,) = Dl wu, =mwT 
对 于 o%， 我 们 可 以 利用 协 方差 对 于 它 的 每 一 个 变量 的 线性 ， 于 是 有 
= Vat(RKy) =Var( DwK,) 


=Cov( ag ， be = 》， WW Ci 
1 mm 站 irj™=l1 


练习 5. 11 

假设 资产 组 合 由 三 个 证 券 组 成 ， 权 重 分 别 为 w = 40%，w, = 
一 20%，w, 二 80%。 给 定 证 券 的 期 望 收 益 y= 二 8%，j, = 10%， 
入 二 6%; 标准 差 m 一 1.5，o 一 0.5，om 一 1.2 和 相关 系数 p, == 
0. 3，pzs 二 0.0, oa 二 一 0.2， 计 算 期 望 收 益 yw, 和 标准 差 cv 。 


我 们 将 解决 如 下 两 个 问题 : 
1. 在 可 行 集合 中 ， 计 算 方 差 最 小 的 资产 组 合 ， 称 其 为 最 小 方差 资产 
组 合 。 
109 2. 在 可 行 集合 中 的 所 有 的 资产 组 合 中 ， 计 算 最 小 方差 资产 组 合 ， 使 
其 收益 为 wr 。 由 参数 ww 表示 的 这 组 资产 组 合 形成 最 小 方差 线 。 
因为 方差 是 权重 的 连续 函数 ， 零 是 下 界 ， 在 这 两 种 情况 下 ， 最 小 值 
显然 是 存在 的 。 


命题 5.9 (最 小 方差 资产 组 合 ) 
在 可 达 和 集合 中 ， 最 小 方差 资产 组 合 的 权重 





证 明 
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我 们 利用 拉 格 朗 日 乘 数 法 (method of Lagrange multipliers)。 令 
Fl(w, 4) 一 wmCw7T 一 AUwWT 


式 中 ,4 为 拉 格 朗 日 乘 数 。 当 下 上 对 w, 的 偏 导数 等 于 零 时 ， 我 们 得 到 2wC 一 
Au 二 0， 即 


w= SiC 
这 是 最 小 值 的 必要 条 件 。 将 它 代 入 约束 式 (5. 14) ， 于 是 有 
1 一 CT 


这 里 我 们 利用 了 C 是 对 称 矩 阵 ;C :也 是 对 称 和 矩阵 。 计 算出 ， 并 且 代 人 
w 的 表达 式 就 可 以 得 到 要 证 明 的 公式 。 口 
命题 5. 10 (最 小 方差 线 ) 
期 望 收益 为 ww: 的 可 达 资 产 组 合 中 方差 最 小 的 资产 组 合 权重 为 


1 uC lm’ 











1 | 并 地 
m 
Hv 


式 中 ， 要 求 分 母 中 的 行列 式 非 零 。 权 重 线性 地 取决 于 ju。 

证 明 

这 里 我 们 需要 受 约束 于 式 〈5. 14) 和 式 (5. 15) ， 计 算式 〈5. 16) 的 
最 小 值 。 取 


Glw, A, p20) = wCw 一 MuwT 一 ANT 


式 中 , A 和 jy 是 拉 格 朗 日 乘 数 。G 对 w, 的 偏 导数 等 于 零 给 出 了 极 小 值 的 
必要 条 件 2wC 一 Au 一 jm 二 0， 由 此 可 得 出 


wn 
代入 约束 式 (5. 14) 和 式 (5. 15) ， 我 们 就 可 以 得 到 线性 方程 组 
二 过 rn- ee 
1 2 uC ‘Ww touC lmT 
t=EmC tuT + mC mT 


解 出 4 和 jy 并 代入 w 的 表达 式 就 可 以 得 出 要 证 明 的 公式 。 包 
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例 5.10 

(三 证 券 ) 考 虑 三 个 证 券 ， 其 期 望 收益 、 收 益 的 标准 差 和 相关 系数 为 
p=0.10, o=0.28, ps=pa=—0.10 
p=0. 15， oz 一 0. 24， 05 一 0 一 0. 20 
p=0.20, om 一 0.25, pm 一 ps 一 0.25 


我 们 将 A 排 成 一 行 矩 阵 严 ，1 排 成 一 行 矩 阵 &， 即 
m= [0.10 0.15 0.20]， “=|1 1 1| 


下 面 我 们 计算 协 方差 矩阵 C 的 元 素 cy 一 pvce, ， 并 计算 矩阵 C 的 逆 矩 阵 。 
0.078 4 一 0.006 7 QS 
CC 二 区 006 7 0.057 6 0.012 | 
0.017 5 0.012 0 0. 062 5 
13. 954 2.544 一 4. 396 
2 | 2.544 18. 548 4 m 
一 4. 396 二 7 18. 051 


由 命题 5. 9 我 们 可 以 计算 出 最 小 方差 资产 组 合 的 权重 。 因 为 
uC-1 估 [12.102 16.818 9.382] 
uC-!uT > 38. 302 


我 们 得 到 





mw 一 > [0.316 0.439 0.245] 


这 个 资产 组 合 的 期 望 收益 和 标准 差 为 
w=mw' 0.146, ov 一 VwCw7 0.162 
最 小 方差 线 可 利用 命题 5. 10 计算 ， 为 此 目的 我 们 计算 


uC [12.102 16.818 9.382] 
mC-I 全 [0.898 2.182 2.530] 
uC 'u'> 38. 302, mC ImT 人 0. 923 
uC ‘m= mC ‘wu’ 之 5. 609 


代入 命题 5. 10 中 w 的 表达 式 ， 我 们 就 可 以 得 到 所 有 期 望 收益 为 wv 之 中 
方差 最 小 的 投资 组 合 的 权重 ， 即 


w [1.578—8. 614y, 0.845—2.769y, 一 1.422 十 11. 384wv ] 
这 个 资产 组 合 的 标准 差 为 
~ oy= VwCw' V0. 237—2. 885/ 十 9.8507 


Seanssssiosissssssati ss 95 
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练习 5. 12 

在 由 三 个 证 券 一 一 其 期 望 收益 jy, 二 0. 20, ps 二 0.13, jp 二 0.17; 
标准 差 a 二 0.25, go, 二 0.28，o, 二 0.20， 以 及 两 个 收益 的 相关 
系数 pi, 二 0. 30，p,s 三 0. 00， mi 一 0. 15 一 一 构成 的 可 达 资 产 组 合 
之 中 ， 计 算 方差 最 小 的 资产 组 合 。 这 个 资产 组 合 的 权重 是 什么 ? 
并 计算 这 个 资产 组 合 的 期 望 收 益 和 标准 差 。 


练习 5. 13 

在 由 练习 5. 12 之 中 的 三 个 证 券 构成 的 期 望 收益 为 ,= 二 20% 的 可 
达 资 产 组 合 中 ,计算 方差 最 小 的 资产 组 合 。 计 算 这 个 资产 组 合 
的 权重 和 标准 差 。 


例 5.11 

(三 证 券 情形 ) 有 两 种 方便 的 方法 可 以 具体 化 例 5. 10 中 由 三 个 证 券 
构成 的 资产 组 合 。 一 种 方法 可 用 图 5 一 6 表示 。 我 们 将 三 个 权重 中 的 两 
个 ， 即 zw 和 w, 作为 参数 ， 男 一 个 权重 为 ,二 1 一 w, 一 w，( 当 然 ， 其 他 
两 个 权重 也 可 作为 参数 )。w,，w, 平面 上 的 每 一 个 点 表示 一 个 资产 组 合 。 
三 角形 的 顶点 表示 仅 由 三 个 证 券 之 中 的 一 个 证 券 组 成 的 资产 组 合 。 例 如 
坐标 为 《1，0) 的 顶点 对 应 于 权重 w, 二 0，w, = 1，w, 二 0， 即 表示 所 有 
的 金额 投资 于 证 券 2 的 组 合 。 通 过 顶点 的 线 ， 对 应 于 仅 有 两 个 证 券 组 成 
的 资产 组 合 。 例 如 通过 (1，0) 和 “0，1) 的 线 对 应 于 仅 包含 证 券 2 和 
证 券 3 的 资产 组 合 。 三 角形 内 的 点 ， 包 括 边界 上 的 点 对 应 于 不 卖 空 的 次 


产 组 合 。 例 如 ， (所 ,去 ) 表 示 初 始 金额 的 10% 投 资 于 证 券 1，40% 投 次 


于 证 券 2，50% 投 资 于 证 券 3。 三 角形 外 部 的 点 对 应 于 三 个 证 券 之 中 有 一 
个 或 两 个 被 卖 空 。 最 小 方差 线 是 直线 ， 因 为 期 望 收益 与 权重 线性 相关 ， 
如 图 5 一 6 中 的 粗 黑 线 所 示 。 














金融 学 译 从 - 金融 数学 
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图 5 一 7 给 出 了 另 一 个 具体 化 可 达 资 产 组 合 的 方法 ， 这 种 方法 是 利用 
资产 组 合 的 期 望 收益 与 标准 差 关 系 的 曲线 ， 称 其 为 风险 一 期 望 收益 图 。 
图 5 一 7 中 给 出 的 三 个 点 被 认为 是 对 应 于 这 三 个 证 券 中 仅 由 一 个 证 券 组 成 
的 资产 组 合 。 例 如 ， 所 有 的 金额 投资 于 证 券 2 的 资产 组 合 我 们 用 点 
(0. 24，0. 15) 表示 。 通 过 这 三 个 点 中 的 两 个 点 的 线 对 应 于 由 两 个 证 券 组 
成 的 资产 组 合 ， 即 我 们 在 5. 2 节 中 详细 研究 过 的 两 证 券 线 。 例如， 包含 
证 券 2 和 证 券 3 的 资产 组 合 位 于 通过 (0.24，0.15) 和 “(0.25，0. 20) 
的 线 上 。 三 个 点 和 通过 它们 的 线 对 应 于 图 5 一 6 的 三 角形 的 顶点 和 通过 项 
点 的 线 。 阴 影 区 域 〈 深 色 和 浅 色 两 部 分 )， 包 括 边界 ， 表 示 由 三 个 证 券 构 
成 的 资产 组 合 ， 即 所 有 可 达 资 产 组 合 。 由 粗 黑 线 表示 的 边界 为 最 小 方差 
线 。 它 的 外 形 是 著名 的 “ 马 科 维 蒋 子弹” (Markowitz bullet) 。 深 色 阴 影 
部 分 对 应 于 图 5 一 6 中 三 角形 的 内 部 ， 表 示 不 允许 卖 空 的 资产 组 合 。 
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图 5 一 7 c, J 平面 上 的 可 达 资 产 组 合 


想象 图 5 一 6 中 整个 w,，w, 平面 如 何 映射 到 图 5 一 7 中 阴影 区 域 表示 
的 可 达 资 产 组 合 是 有 意义 的 。 即 rw ，w, 平面 沿 最 小 方差 线 折 番 ， 立 刻 弯 
曲 并 呈现 “ 马 科 维 茨 子弹 ”的 情形 。 特 别 地 ， 这 意味 着 ww ，w 平面 上 的 
最 小 方差 线 相对 的 点 对 被 映射 成 v， 关 平面 上 一 个 点 。 换 句 话说 ， 图 5 一 7 
中 阴影 区 域内 的 每 一 个 点 对 应 于 两 个 不 同 的 资产 组 合 。 而 最 小 方差 线 上 
的 每 一 个 点 对 应 于 一 个 单独 的 资产 组 合 。 


例 5. 12 

(三 证 券 不 卖 空 情形 ) 对 于 例 5. 10 和 例 5. 11 中 的 三 证 券 ， 图 5 一 8 
给 出 ， 如 果 不 允 许 卖 空 情况 将 会 怎样 。 所 有 不 卖 空 的 资产 组 合 由 zw ，w， 
平面 的 三 角形 的 内 点 和 边界 点 ， 以 及 so，j 平 面 上 的 阴影 区 域 表 示 。 不 卖 
空 的 最 小 方差 线 在 两 个 图 中 均 用 粗 黑 线 表示 。 相 对 比 ， 卖 空 的 最 小 方差 
线 用 虚线 表示 。 
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图 5 一 8 不 卖 空 的 资产 组 合 


练习 5. 14 

对 于 例 5. 12 中 的 三 个 证 券 构成 的 卖 空 和 不 卖 空 的 资产 组 合 ， 利 
用 期 望 收益 作为 参数 ， 计 算 最 小 方差 线 。 并 且 (a) 在 ww,，w 
平面 上 ，(b) 在 o, /平面 上 ， 画 出 所 有 卖 空 和 不 卖 空 的 所 有 可 
达 资产 组 合集 。 


5. 3.2 ”有效 边界 


了 15 


假设 一 个 理性 的 投资 者 在 两 个 证 券 之 间 选 择 。 如 果 可 能 ， 他 将 选择 
具有 较 高 的 期 望 收益 和 较 低 的 标准 差 ， 即 风险 较 低 的 证 券 。 这 就 引出 了 
如 下 定义 。 


定义 5.1 
我 们 称 期 望 收益 为 x, ， 标 准 差 为 m 的 证 券 优 于 另 一 个 期 望 收益 为 
Pa2， 标准 差 为 0» 的 证 券 ， 如 果 
Mu 有 oo0, 
这 个 定义 实际 上 可 以 扩展 到 资产 组 合 ， 因 为 资产 组 合 可 以 被 认为 是 证 券 。 


注 5.4 

假设 两 个 证 券 ， 一 个 证 券 优 于 另 一 个 证 券 ， 占 优 证 券 的 出 现 乍 看 起 
来 可 能 是 多 余 的 ， 但 它 可 能 拥有 某 些 用 途 。 使 用 5. 2 节 的 技巧 可 以 构造 两 
个 证 券 构 成 的 资产 组 合 ， 其 风险 比 两 者 之 中 任何 一 个 的 风险 更 小 。 如 图 
5 一 9 所 示 ，o,，ji 表示 的 证 券 优 于 o, ，/m 表示 的 证 券 。 


定义 5.2 
一 个 资产 组 合 被 称 为 是 有 效 的 ， 如 果 除 了 本 身 不 存在 优 于 它 的 其 他 
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图 5 一 9 利用 占 优 证 券 减少 风险 





的 资产 组 合 。 在 可 达 资 产 组 合 中 ， 所 有 有 效 资 产 组 合 的 集合 称 为 有 效 
边界 。 

每 个 理性 的 投资 者 都 将 选择 有 效 资产 组 合 ， 即 总 是 选择 占 优 的 资产 
组 合 而 不 是 被 占 优 的 资产 组 合 。 而 不 同 的 投资 者 可 能 会 在 有 效 边 界 上 选 
择 不 同 的 有 效 资产 组 合 。 假 设 两 个 资产 组 合 满足 jy 志 ps 和 oo 二 0,， 一 个 
谨慎 的 投资 者 可 能 会 选择 具有 较 低 风险 m 和 较 低 的 期 望 收益 内 的 资产 组 
合 ， 而 另 一 个 投资 者 可 能 会 选择 具有 较 高 的 风险 m 的 资产 组 合 ， 把 较 高 
的 期 望 收益 pw 看 做 是 增加 风险 的 补偿 。 

特别 地 ， 一 个 有 效 的 资产 组 合 在 具有 相同 的 标准 差 〈 风 险 相同 ) 的 
可 达 资 产 组 合 中 的 期 望 收益 最 大 ; 在 具有 相同 的 期 望 收益 的 可 达 资 产 组 
合 中 的 标准 差 最 小 (最 小 风险 )。 因 此 ， 有 效 边 界 必 是 最 小 方差 线 的 子 
集 。 为 弄 清 有 效 边 界 的 结构 ， 我 们 将 更 详细 地 研究 最 小 方差 线 ， 然 后 选 
择 合适 的 子 集 。 


命题 5. 11 

在 最 小 方差 线 上 任 取 两 个 不 同 的 资产 组 合 ， 其 权重 为 w 和 w ， 那 么 ， 
对 于 任意 的 cER， 最 小 方差 线 由 权重 为 cw 十 (1 一 c)w 的 资产 组 合 构成 ， 
而 且 仅 由 这 样 的 权重 构成 。 

证 明 

由 命题 5. 10 构成 的 最 小 方差 线 的 资产 组 合 的 权重 由 资产 组 合 的 期 望 
收益 py 的 线性 函数 给 出 ， 即 w 王 ayy 十 5p。 如果 w 和 w 是 最 小 方差 线 上 的 
两 个 不 同 的 权重 ， 则 对 某 个 pr 天 pw ，w 三 apv 十 b，W 二 quy 十 5p。 因为 
当 c ER 时 ， 权 重 cwv' 十 (1 一 c)pv 的 数 充满 实数 线 ， 由 此 得 出 ， 当 c ER 
时 ,权重 ow' 十 (1 一 c)w 充满 整个 最 小 方差 线 。 口 


这 个 命题 很 重要 。 这 意味 着 ， 最 小 方差 线 的 形状 与 在 5. 2 节 中 详细 
研究 的 由 两 个 证 券 构 成 的 资产 组 合 相同 。 这 还 意味 着 ， 两 个 或 者 三 个 证 
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券 构成 的 资产 组 合 的 "，v 平面 上 的 最 小 方差 线 〈“ 马 科 维 茨 子弹 ”) ， 其 
形状 满足 任何 数量 的 证 券 构成 的 资产 组 合 。 

一 旦 弄 清楚 最 小 方差 线 的 形状 ,识别 有 效 边 界 就 很 容易 了 ， 对 n 个 
证 券 的 情况 也 是 如 此 。 如 图 5 一 10 所 示 ， 有 效 边界 由 最 小 方差 线 上 的 所 
有 满足 期 望 收益 大 于 或 等 于 最 小 方差 资产 组 合 的 期 望 收 益 的 所 有 资产 组 
合 构成 。 








yo 


图 5 一 10 由 多 个 证 券 构成 的 有 效 边界 





下 面 的 命题 提供 了 有 效 边 界 的 性 质 。 它 在 资本 资产 定价 模型 (Cap- 
ital Asset Pricing Model，CAPM) 的 证 明 中 很 有 用 。 


命题 5. 12 

对 于 某 些 实数 yx 之 0 和 Am 有 效 边界 上 任意 资产 组 合 的 权重 w (最 小 
方差 资产 组 合 除外 ) 满足 条 件 

YwC=m—pu (5. 17) 

证 明 

假设 w 是 有 效 边界 的 资产 组 合 的 权重 ， 而 不 是 最 小 方差 组 合 的 权重 。 
该 资产 组 合 的 期 望 收益 j= mw， 标准 差 ov 一 VwCwT。 在 v， 上 平面 上 
通过 表示 该 资产 组 合 的 点 画 出 有 效 边界 的 切线 。 这 条 线 与 纵 轴 相 交 ， 交 


点 的 坐标 为 x; 这 条 线 的 斜率 为 me 一 &， 目 这 个 斜率 是 所 有 通过 纵 轴 从 
VwCw7i 


标 为 w 的 点 与 可 达 资 产 组 合 相交 的 线 中 斜率 最 大 的 。 最 大 值 是 由 受 约束 
于 uw" 二 1 的 所 有 的 权重 中 取得 的 。 我们 令 


mw — 
Flw, hi) 一 一 一 《4 一 Muwr 
VwCw' 


式 中 ,4 为 拉 格 朗 日 乘 数 。 约 束 最 大 值 的 必要 条 件 是 下 对 权重 w 的 偏 导 
数 为 零 。 我 们 可 以 得 到 


100 了 总 尖 二 人 六 部 


Hv EyC 
ov 





m—Aovu 一 





右 乘 wr， 利用 约束 条 件 可 以 计算 出 4 二 全 当 7 一 包 时 ， 就 给 出 了 要 


o 
Oy oO 


证 明 的 条 件 。 因 为 切线 的 斜率 为 正 ， 于 是 我 们 有 pp， 即 y 盖 0。 口 


注 5.5 
从 定理 的 证 明 我 们 容易 得 到 y 和 的 解释 ， yo 为 通过 给 定 的 资产 组 
合 的 点 的 有 效 边界 切线 的 斜率 ; yy 为 c, /平面 上 的 这 个 切线 的 截 距 。 


练习 5. 15 

在 由 练习 5. 12 中 的 三 个 证 券 组 成 的 市 场 中 ， 考 虑 期 望 收益 jy == 
21% 的 有 效 边 界 上 的 资产 组 合 ,计算 y 和 值 ， 使 得 这 个 资产 
组 合 的 权重 w 满足 ywC 二 m 一 ju。 


5.4 资本 资产 定价 模型 


118 当 计 算 机 运算 速度 很 慢 时 ， 很 难 使 用 资产 组 合理 论 ， 因 为 n == 1 000 
个 可 交易 证 券 的 协 方差 矩阵 C 将 有 n? 二 1 000 000 个 元 素 。 为 计算 有 效 边 
界 ， 我 们 需要 计算 逆 矩 阵 C ,但 计算 很 复杂 。 淮 确 地 估计 CC 在 实践 上 
很 难 。 资 本 资产 定价 模型 可 以 提供 解决 方法 ， 这 种 方法 在 计算 上 更 有 效 ， 
而 且 不 必 估计 C， 虽 然 有 些 过 于 简化 ， 但 是 能 够 深刻 地 洞察 某 些 基本 的 
经 济 问题 。 
在 CAPM 中 ,假设 每 一 个 投资 者 利用 同样 的 期 望 收益 、 标 准 差 和 相 
关系 数 的 数值 ， 仅 根据 这 些 作 决策 ; 特别 地 ， 每 一 个 投资 者 计算 出 的 有 
效 边界 都 相同 ， 并 且 都 在 有 效 边界 上 选择 资产 组 合 ; 投资 者 会 按照 他 对 
待 风险 的 态度 ， 在 有 效 边界 上 选择 不 同 的 资产 组 合 。 


5.4.1 资本 市 场 线 


从 现在 开始 ， 我 们 假设 除了 种 风险 证 券 外 ， 还 有 一 个 无 风险 证 券 
可 利用 。 无 风险 证 券 的 收益 率 用 x 表示 ， 无 风险 证 券 的 标准 差 当然 
是 零 。 

考虑 由 无 风险 证 券 和 指定 的 风险 证 券 (可 以 是 风险 证 券 的 资产 组 合 ) 
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构成 的 资产 组 合 ， 其 期 望 收益 为 mm ， 标 准 差 为 o, 二 0。 根 据 命题 5. 7， 在 
o， 4 平面 上 ， 这 样 的 资产 组 合 可 以 构成 由 两 个 半 直 线 组 成 的 折线 ， 如 图 
5 一 5 所 示 。 取 包含 无 风险 证 券 和 一 个 证 券 构 成 的 资产 组 合 〈 该 证 券 的 期 
望 收益 为 x, ， 标 准 差 为 a )， 它 是 在 c, /平面 上 的 由 “ 马 科 维 茨 子弹 ” 
表示 的 可 达 资 产 组 合 ， 我 们 可 以 构造 图 5 一 11 中 两 个 半 直 线 中 的 任意 资 
产 组 合 。 这 个 新 的 包含 无 风险 证 券 的 资产 组 合集 合 的 有 效 边界 ， 就 是 相 
切 于 “ 马 科 维 茨 子弹 ”的 上 半 直 线 ， 并 且 通 过 坐标 为 《0，rr) 的 点 。 根 
据 资本 资产 定价 模型 假设 ， 每 一 个 理性 投资 者 都 将 在 这 个 半 直 线 上 选择 
资产 组 合 ， 称 这 个 半 直 线 为 资本 市 场 线 。 如 果 rs 不 太 高 ， 则 上 半 直 线 相 
切 于 “ 马 科 维 茨 子弹 ” (如 果 rp 太 高 ， 上 半 直 线 将 不 再 与 “ 马 科 维 茨 子 
弹 ” 相 切 )。 


(0, rp) 











图 5 一 11 具有 无 风险 证 券 的 资产 组 合 的 有 效 边界 


切 点 坐标 Cow，pw) 起 着 特殊 的 作用 。 资 本 市 场 上 的 每 一 个 资产 组 
合 都 可 由 无 风险 证 券 和 标准 差 为 aw， 期 望 收益 为 yw 的 资产 组 合 构成 。 
因为 每 一 个 投资 者 都 在 资本 市 场 线 上 选择 资产 组 合 ， 每 个 人 持 有 同样 相 
对 比例 的 风险 证 券 。 但 这 意味 着 标准 差 为 ow， 期 望 收益 为 ww 的 资产 组 
合 的 风险 证 券 的 权重 等 于 它们 在 整个 市 场 的 相对 份额 。 根 据 这 个 性 质 ， 
我 们 称 它 为 市 场 资产 组 合 。 在 实际 应 用 中 ， 我们 用 合适 的 股票 市 场 交易 
指数 作为 近似 。 

连接 无 风险 证 券 与 市 场 资产 组 合 的 资本 市 场 线 满足 方程 


太一 郊 十 (5. 18) 
Om 


对 于 资本 市 场 线 上 风险 为 “的 资产 组 合 ，“ 一 o 项 称 为 风险 省 价 risk 
Premium)。 这 个 在 无 风险 收益 水 平 之 上 追加 的 收益 提供 了 风险 暴露 的 
补偿 。 





例 5. 13 
对 于 由 例 5. 10 中 的 三 个 证 券 和 一 个 无 风险 收益 x 二 5% 的 无 风险 证 
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券 构 成 的 小 型 市 场 ， 我 们 将 应 用 命题 5. 12 计算 市 场 资 产 组 合 。 市 场 资产 
组 合 的 权重 w 属于 有 效 边界 ， 满 足 条 件 (5. 17) ， 这 意味 着 

yw 一 (m—pu)C 
由 命题 5. 12 的 证 明 我 们 知道 w 王 六， 因为 资本 市 场 线 在 表示 市 场 资产 组 
合 的 点 相 切 于 有 效 边界 ， 在 rj 点 与 六 轴 相 交 。 代 入 由 例 5. 10 得 出 的 数 
值 ， 于 是 有 

xw 人 [0.293 1.341 2.061] 

120 因为 w 必须 满足 式 (5. 14) ， 于 是 有 y 衬 3. 694， 市 场 组合 的 权重 为 
w 人 [0.079 0.363 0.558] 


练习 5. 16 

假设 无 风险 收益 r; 二 5%， 计算 由 练习 5. 11 中 三 个 证 券 构 成 的 
市 场 资产 组 合 的 权重 ， 并 计算 市 场 资产 组 合 的 期 望 收益 和 标 
准 差 。 


5.4.2 贝塔 因子 


弄 清 给 定 资产 组 合 或 单个 证 券 的 收益 如 何 影 响 整 个 市 场 的 趋势 是 重 
要 的 。 为 此 目的 ， 对 应 于 市 场 资产 组 合 的 收益 Kw， 我 们 可 以 画 出 每 个 市 
场 状况 的 Ky 值 ， 并 且 计 算出 最 佳 拟 合 线 ， 称 为 回归 线 (regression line) 
或 者 特征 线 (characteristic line) 。 在 图 5 一 12 中 ，Kw 值 沿 zx 轴 标 记 ， 
Kv 值 沿 > 轴 标 记 ， 则 最 佳 拟 合 线 的 方程 为 


2 一 rz 十 av 





图 5 一 12 最 佳 拟 合 线 


对 任意 给 定 的 8 和 a 值 ， 随 机 变量 a 十 BKw 可 以 认为 是 给 定 资产 组 合 
收益 率 的 预测 值 。Kv 的 真实 值 和 预测 值 a 十 BKw 之 差 e = Kv 一 (a 十 BKw) 


ee 
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称 为 残 差 随机 变量 (residual random variable)， 则 最 佳 拟 合 线 的 条 件 为 

El(e’)=E(K?)—28E(KvKw) +pB* ECKY) +a? 

—2aE(Kv) +2a8E (Kw) 

作为 8 和 a 的 函数 在 8 二 B,，a 二 av 达到 最 小 值 。 换 句 话说 ， 最 佳 拟 合 线 
可 以 使 得 预测 值 尽 可 能 接近 于 真实 值 Kv 。 最 小 值 的 必要 条 件 是 ， 对 8 和 
a 的 偏 导数 在 8 一 p ，x 一 av 是 零 ， 这 样 就 得 到 了 线性 方程 组 

ayE (Kum) +BE(KY) = E(KvKm) 

ay +BE(Ku) = E(Ky) 
这 就 可 以 解 出 最 佳 拟 合 线 斜率 Bv 和 截 距 a,， 即 
_ Cov(Ky, Ku) 


M 


这 里 我 们 使 用 了 通常 使 用 的 符号 JU E(Ky), pr 一 EF(Km) 和 of 一 
Var(Kw) 。 


Br av— py Brpm 


练习 5.17 
假设 给 定 的 资产 组 合 的 收益 Ky 和 市 场 资产 组 合 收益 Km 在 不 同 
状况 下 的 值 如 下 : 
状况 概率 收益 Kv 收益 Km 
1 0. 1 一 5 听 10% 
ws Qs 0% 14% 
Cu3 0.4 2% 12% 
4 0. 2 4% 16% 
计算 最 优 拟 合 线 的 斜率 Br 和 截 距 a,。 
定义 5.3 
称 
ER Cov(Ky,Kwu) 
BT 


为 给 定 的 资产 组 合 或 单个 证 券 的 贝塔 因子 (beta factor) 。 

贝塔 因子 是 特殊 的 资产 组 合 或 单个 证 券 的 收益 随 着 整个 市 场 行为 预 
期 变化 的 指标 。 因为 必 王 pv 十 av， 如 果 证 券 的 收益 为 正 的 贝塔 因子 ， 
则 当 市 场 资产 组 合 的 收益 增加 时 ， 证 券 的 收益 也 随 着 增加 ; 如果 证 券 的 
收益 为 负 的 贝塔 因子 时 ， 则 当 市 场 资产 组 合 的 收益 下 降 时 ， 证 券 的 收益 
会 增加 。 
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下 面 我 们 讨论 贝塔 因子 的 另 一 个 解释 。 证 券 或 者 资产 组 合 的 风险 
% 二 Var(Kvy) 可 以 写成 


= Var(ey)+Book 


将 残 差 随机 变量 表达 式 ey 二 Kv 一 (ay 十 BKm) 带 人 上 式 容易 验证 这 个 公 
式 。 第 一 项 Var(ev) 称 为 残 差 方差 或 者 可 分 散 风险 ,对 于 市 场 资产 组 合 
它 为 零 ， 这 部 分 风险 可 以 投资 于 市 场 资产 组 合 分 散 掉 。 第 二 项 Bo 称 为 
系统 风险 或 者 不 可 分 散 的 风险 ， 市场 资产 组 合 仅 包含 这 种 风险 。 贝 塔 因 
子 By 可 以 认为 是 对 证 券 或 者 资产 组 合 的 系统 风险 的 测量 。 

对 贝塔 因子 的 这 个 解释 十 分 重要 。 在 资本 资产 定价 模型 中 ,我们 用 
pv 测量 的 系统 风险 可 以 与 期 望 收益 wv 联系 起 来 ， 因 此 与 单个 证 券 和 资产 
组 合 的 定价 相关 。 较 高 的 系统 风险 需要 较 高 的 期 望 收益 作为 投资 于 这 种 
风险 暴露 的 溢价 。 而 对 yy 没有 影响 的 可 分 散 风险 得 不 到 男 外 的 溢价 ， 这 
是 因为 可 分 散 风险 可 以 利用 多 个 证 券 分 散 投资 消除 ， 特 别 地 ， 可 以 利用 
在 市 场 资产 组 合 上 的 投资 消除 。 在 下 一 节 中 我 们 将 论述 pk 和 jy 之 间 的 
联系 。 


练习 5. 18 

证 明 权 重 为 ww ，…，zw, 的 n 个 证 券 构成 的 资产 组 合 的 贝塔 因子 
为 Bi 二 wh 十 一 十 包 pB,， 其 中 Bh ,et Bb 是 这 些 证 券 的 贝塔 
因子 。 


5. 4.3 证 券 市 场 线 
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考虑 一 个 权重 为 w 的 套利 资产 组 合 ， 市 场 资产 组 合 的 权重 用 ww 表 
示 ， 市 场 资产 组 合 属于 风险 证 券 构 成 的 可 行 集合 的 有 效 边界 。 则 由 命题 
5.12， 有 


7YwMC = m—pu 
对 某 些 y 之 0 和 jy 成 立 。 因 此 ， 权 重 为 w 的 资产 组 合 的 贝塔 因子 可 以 表 
示 为 
Cov(Kv, Ku) _ wuCwy _YCON 一 pt 同一 
Bb OM WMCwh Ym—pu) wh LM. 
为 计算 uy， 须 考虑 无 风险 证 券 ， 其 收益 为 r:， 贝 塔 因子 Be 二 0。 在 上 面 的 


方程 中 用 Be 和 rs 代替 Bv 和 uy， 我 们 可 以 计算 出 jy 二 rc。 于是， 我们 就 
证 明了 如 下 的 著名 的 性 质 。 
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定理 5. 13 
资产 组 合 (或 者 单个 证 券 ) 的 期 望 收益 yy 是 资产 组 合 贝塔 系数 By 
的 线性 函数 ， 即 
pv=ret (pu —re)By (5. 19) 


反映 任意 资产 组 合 或 者 单个 证 券 的 期 望 收益 与 贝塔 系数 关系 的 位 于 
B，k 平 面 上 的 直线 称 为 证 券 市 场 线 ， 如 图 5 一 13 所 示 。 为 便于 比较 ， 在 
图 中 证 券 市 场 线 的 旁边 为 资本 市 场 线 。 许 多 不 同 的 资产 组 合 或 单个 证 券 
用 圆 点 在 两 个 图 中 表示 。 








图 5 一 13 资本 市 场 线 和 证 券 市 场 线 


类 似 于 资本 市 场 线 的 表达 式 (5. 18)， 在 式 〈5. 19) 中 的 项 (wy 一 ri)B, 
是 风险 溢价 。 而 式 (5. 18) 仅 应 用 于 资本 市 场 线 上 的 资产 组 合 。 这 里 的 
式 〈5. 19) 更 一 般 化 ， 可 应 用 于 所 有 的 资产 组 合 和 单个 证 券 。 


练习 5. 19 
证 明 在 资本 资产 定价 模型 中 ， 所 有 证 券 的 特征 线 交 于 一 个 公共 
点 。 这 个 点 的 坐标 是 什么 ? 


资本 资产 定价 模型 描述 了 市 场 的 均衡 状况 。 每 一 个 投资 者 持 有 的 资 
产 组 合 的 权重 与 市 场 资产 组 合 的 相同 。 投 资 者 的 任何 交易 只 会 影响 他 们 
在 无 风险 证 券 和 市 场 资 产 组 合 之 间 现 金 的 分 配 。 因 此 ， 需 求 和 供给 是 平 
衡 的 ， 只 要 期 望 收 益 的 估计 值 和 贝塔 因子 满足 式 (5. 19) 。 

然而 ， 一 旦 关于 市 场 的 某 些 新 的 消息 可 以 被 投资 者 利用 ， 可 能 就 会 
影响 对 期 望 收益 和 贝塔 系数 的 估计 。 新 的 估计 值 将 不 再 满足 式 (5. 19) 。 
例如 ， 


pv>ret (pu re)By 
对 于 特殊 的 证 券 成 立 。 在 这 种 情况 下 ， 投 资 者 将 会 增加 这 个 证 券 的 头寸 ， 
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这 将 获得 比 对 系统 风险 补偿 更 高 的 期 望 收益 。 需 求 将 超过 供给 ， 这 个 证 
券 的 价格 将 上 升 ， 期 望 收益 将 下 降 。 另 一 方面 ， 如 果 不 等 式 相反 ， 即 
pvret pu re)By 
则 投资 者 会 卖 出 这 个 证 券 。 在 这 种 情况 下 ， 供 给 将 超过 需求 ， 价 格 下 降 ， 
期 望 收益 将 会 增加 。 这 将 持续 到 价格 和 期 望 收 益 达 到 新 的 水 平 ， 恢 复 均衡 。 
在 实践 中 ， 上 面 的 不 等 式 是 重要 的 ， 它 们 可 以 给 投资 者 发 出 清楚 的 
信号 一 一 证 券 定 价 过 低 还 是 定价 过 高 ， 即 应 该 买 人 还 是 卖 出 。 





6 章 ， 远 期 合约 和 期 货 合 约 
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远 期 合约 


了 25 


远 期 合约 是 在 将 来 固定 的 日 期 〈 称 为 交割 日 )， 以 预先 指定 的 价格 
( 称 为 远 期 价格 ) 买 人 或 卖 出 一 种 资产 的 协议 。 同 意 卖 出 资产 的 协议 一 方 
被 说 成 取得 远 期 合约 空头 头寸 ; 在 交割 日 承担 买 人 资产 责任 的 一 方 被 说 
成 有 远 期 合约 多 头头 寸 。 签 订 远 期 合约 的 主要 原因 是 可 以 不 受 风 险 资 产 
的 未 知 的 未 来 价格 的 影响 ， 有 各 种 这 样 的 例子 。 例 如 ， 农 场 主 希望 事先 
固定 农作物 的 销售 价 ; 进口 商 希 望 在 将 来 以 固定 的 汇率 筹措 外 币 ; 基金 
经 理 希 望 在 将 来 以 固定 的 价格 卖 出 股票 。 远 期 合约 是 双方 之 间 的 直接 协 
议 。 在 双方 一 致 同意 的 时 间 ， 一 般 用 实物 交割 方式 结算 。 作 为 一 种 替代 
方式 ， 有 时 也 可 用 现金 结算 。 

假设 时 间 0 为 远 期 合约 交易 的 时 间 ; T 为 交割 时 间 ;，F(0，T) 为 远 
期 价格 。 在 时 间 :， 标 的 资产 的 价格 用 S(:) 表示 。 在 远 期 合约 交易 时 ， 
即 在 时 间 0， 任 何 一 方 都 没有 支付 。 在 交割 日 ， 如 果 F(0，T) 一 SCT)， 
则 持 有 远 期 合约 多 头头 二 的 一 方 获 利 。 他 们 能 以 F(0，T) 价格 买 人 资 
产 ， 以 市 场 价格 卖 出 资产 ， 产生 S(T) 一 F(0, T) 的 即时 利润 。 同 时 ， 
持 有 远 期 合约 空头 头寸 的 一 方 将 损失 S(T) 一 F(0，T)， 因 为 他 们 将 以 
低 于 市 场 的 价格 卖 出 资产 。 如 果 F(0, T) > SCT) ， 那 么 情况 相反 ， 在 
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交割 日 远 期 合约 多 头头 才 的 回报 为 SCT) 一 F(0，T) ， 远 期 合约 空头 头寸 
的 回报 为 下 (0， 2 一 SCIT99 如 图 6 一 1 所 示 。 


回报 





Ce . 





F(0, Ty-S(T) 1 


图 6 一 1 在 交割 时 远 期 合约 多 头头 寸 和 远 期 合约 空头 头寸 的 回报 


如 果 合 约 在 时 间 上 一 工 ， 而 不 是 在 时 间 0 交易 ， 那 么 远 期 合约 的 价格 
为 FGt，T) 。 在 交割 日 ， 远 期 合约 多 头头 寸 的 回报 是 SCT) 一 F(Gt，T) ， 远 
期 合约 空头 头寸 的 回报 是 F(t, T) 一 S(T)。 


6. 1.1 远 期 价格 
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各 种 资产 的 远 期 价格 公式 可 以 利用 无 套利 原则 推导 出 。 在 本 节 中 ， 
我 们 从 最 简单 的 情况 开始 。 

不 支付 红利 的 股票 。 考 虑 这 样 一 种 证 券 ， 它 没有 储藏 成 本 ， 持 有 不 
产生 利润 〈 价 格 的 随机 波动 产生 的 资本 利得 除外 )。 典 型 的 例子 是 不 支付 
红利 的 股票 。 在 连续 复合 情况 下 ， 无 风险 收益 率 用 ”~ 表示， 并 且 假 设 在 
这 个 问题 研究 的 时 间 期 间 内 ~ 为 常数 。 

取得 在 时 间 工交 割 ， 价 格 为 玉 (0，T) 的 股票 远 期 合约 多 头头 寸 的 
另 一 个 选择 是 ， 在 时 间 0 借 人 S(0) 美元 购买 股票 ， 并 持 有 到 时 间 T。 在 
时 间 工 归还 贷款 及 利息 的 总 金额 SC0)e7 与 远 期 价格 下 (0，T) 相同 。 如 
下 定理 作出 了 合适 的 论证 。 


定理 6.1 
不 支付 红利 的 股票 的 远 期 价格 为 
F(0, T)= S(0)e”T (6. 1) 


式 中 , r 是 在 连续 复合 利率 条 件 下 的 常数 无 风险 利率 。 如 果 合 约 从 t 志 TT 
算 起 ， 则 


F(t, T)= S(t)e''™? (6. 2) 

证 明 
我 们 将 证 明 式 (6. 1) 。 假 设 F(0, T) > 之 SCO)eT 。 在 这 种 情况 下 ， 在 
Ee PO P109 


II0 
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时 间 0 

e 借入 金额 SC0) 直到 时 间 T; 

e 以 S(0) 价格 购买 1 股 股票 ; 

® 取得 远 期 合约 空头 头寸 ， 即 同意 在 时 间 工 以 下 (0，T) 的 价格 卖 出 
1 股 股 票 。 
然后 ， 在 时 间 人 

e 以 F(0，T) 价格 卖 出 股票 ; 

® 支付 SC0)e7 结 清 贷款 及 利息 。 

这 将 带 来 无 风险 利润 


F(0, T)—S(0)eT>0 


与 无 套利 原则 矛盾 。 假 设 (0, T) < SCO)eT ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 构造 
与 前 面相 反 的 策略 ， 即 在 时 间 0 

@ 以 价格 SC0) 卖 空 1 股 股票 ; 

@ 以 无 风险 利率 投资 这 个 收入 ; 

e 以 远 期 价格 F(0，T) 签订 远 期 合约 多 头头 寸 。 
然后 ， 在 时 间 工 

e 兑现 无 风险 投资 本 金 和 利息 ， 获 得 SC0)eT 美 元 ; 

9 利用 远 期 合约 以 F(0，T) 买 人 股票 ; 

e 结 清 股 票 的 空头 头寸 归还 给 所 有 者 。 

最 后 ， 你 将 拥有 正 的 金额 


SC0)e 一 F(0,， T)S>0 


这 仍 与 无 套利 原则 矛盾 。 
式 〈6. 2) 的 证 明 是 类 似 的 ， 即 简单 地 用 时 间 : 代替 时 间 0， 注意 远 
期 合约 交易 和 结算 之 间 的 时 间 为 一:。 口 


在 有 卖 空 股票 限制 的 市 场 ， 不 等 式 F(0， 了 二 S(0)e"" 不 一 定 会 产生 
套利 机 会 。 


练习 6.1 

假设 S(0) 一 17 美元 ，F(0，1) = 18 美元 ; + = 8%， 卖 空 需要 
30% 证 券 保证 金 ， 保 证 金 按 利率 d 二 4% 产生 利息 。 存 在 套利 机 
会 吗 ? 计算 不 存在 套利 机 会 的 最 高 利率 4。 


练习 6.2 
假设 2000 年 4 月 1 日 的 股票 价格 比 2000 年 1 月 1 日 的 股票 价格 
低 10%; 无 风险 利率 为 常数 6%。 以 2000 年 4 月 1 日 的 远 期 价 
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格 下 降 的 百分比 作为 参照 ， 在 2000 年 10 月 1 日 交割 的 2000 年 
1 月 1 日 购买 的 远 期 合约 的 价格 是 多 少 ? 


注 6.1 
我 们 总 是 考虑 F(t, 也 =SCDe 2 二 SG 的 情况 。F(t, TT) 一 SG) 称 
为 基 差 〈basis)， 当 上 了 T 时 ， 基 差 收敛 于 0。 


注 6.2 
在 按期 复合 的 情况 下 ， 远 期 价格 为 


F(0, T) =S(0) (1+ 二 )” 


根据 零 息 债券 价格 ， 这 个 公式 可 以 变 成 
Fl0, T)= S$(0)B(0, T)™! 


上 式 实际 上 更 具 一 般 性 ， 因 为 不 必 假 设 无 风险 利率 是 常数 。 

包含 红利 。 对 于 在 远 期 合约 有 效 期 内 资产 产生 收入 的 情况 ， 我 们 一 
般 化 远 期 价格 公式 。 收 入 可 能 是 红利 或 者 是 其 他 收益 。 我 们 还 将 考虑 资 
产 含有 某 些 成 本 〈 称 为 持 有 成 本 ) ， 如 储藏 成 本 、 保 险 成 本 的 情况 ， 成 本 
按 负 收 入 处 理 。 

假设 在 远 期 合约 开始 和 交割 之 间 的 一 个 时 间 :， 股 票 支付 红利 div。 
在 时 间 上 ， 股 票 价格 下 降 的 幅度 正好 等 于 红利 支付 的 金额 。 远 期 价格 公式 


中 包含 股票 价格 减 去 支付 的 红利 的 现 值 。 
定理 6. 2 
股票 在 时 间 t 支付 红利 div 的 远 期 价格 为 
F(0, T) 王 [SCO) 一 ediv]je7 C6.3) 
式 中 ,0 二 t 二 TT 
证 明 
假设 


F(0, T)>[S(0)—e "divjeT 


我 们 将 构造 一 个 套利 策略 ， 在 时 间 0 

e 签订 价格 为 F(C0，T) 的 远 期 合约 空头 头寸 ， 在 时 间 工交 割 ; 

@ 借 人 S(0) 美元 ， 购 买 1 股 股票 。 
在 时 间 + 

@ 兑现 现金 红利 div， 并 将 其 进行 无 风险 利率 投资 ， 持 续 时 间 为 T 一 i。 
在 时 间 工 

@ 以 下 (0，T) 的 价格 卖 出 股票 ; 


® 支付 SC0)e7 结 清 贷 款 和 利息 ， 并 得 到 er div。 
最 后 的 余额 为 正 ， 即 
F(0, T)—S(0)e T+erT ?div>0 
与 无 套利 原则 矛盾 。 另 一 方面 ， 假 设 
F(0, T)<[LS(0)—e "div]je"T 


在 这 种 情况 下 ， 在 时 间 0 
e 签订 价格 为 F(0，T) 的 远 期 合约 多 头头 寸 ， 在 时 间 工交 割 ; 
e 卖 空 1 股 股票 并 将 所 得 SC0) 以 无 风险 利率 进行 投资 ; 
在 时 间 + 
@ 借入 div 美元 ， 支 付 红利 给 股票 的 所 有 者 。 
在 时 间 工 
e 以 上 (0，T) 价格 购买 1 股 股 票 ， 并 且 结 清 股 票 的 空头 头寸 ; 
® 兑现 无 风险 投资 及 利息 ， 获 得 SCO)eT7 ， 支 付 er7-o div 结 清 贷款 和 
利息 。 
最 后 得 到 正 的 金额 ， 即 


—F(0, T)+S(0)eT—eT ?div>0 
证 毕 。 口 


130 这 个 公式 很 容易 推广 到 多 次 支付 红利 的 情况 ， 即 
和 (0， 7T) [SCo) 一 divo]er7 (6.4) 
式 中 ，dive 为 在 远 期 合约 期 限 内 支付 的 所 有 红利 的 现 值 。 


练习 6.3 

考虑 一 只 股票 ， 它 在 2000 年 1 月 1 日 的 价格 为 120 美元 ; 在 
2000 年 7 月 1 日 支付 红利 1 美元 ; 在 2000 年 10 月 1 日 支付 红 
利 2 美 元 ; 无 风险 利率 为 12%。 如 果 2000 年 11 月 1 日 交割 的 
远 期 合约 在 2000 年 1 月 1 日 的 价格 是 131 美元 ， 是 否 存在 套利 
机 会 ? 如 果 存 在 套利 机 会 ， 计 算 套 利 利润 。 


练习 6.4 
假设 无 风险 收益 率 为 8%， 而 一 个 小 投资 者 仅 能 以 7% 的 利率 投 
资 ， 以 10% 的 利率 借款 。 如 果 F(0，1) = 89 美元 ，S(0) 二 83 


美元 ,半年 《 即 在 时 间 去 支付 红利 2 美元 , 定理 6.2* 中 的 两 


* 此 处 原文 为 “命题 6. 2"， 有 误 。 一 一 译 者 注 
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个 策略 是 否 给 出 了 套利 机 会 ? 


红利 收益 。 红利 经 常 是 按 指 定 利率 连续 支付 ， 而 不 是 离散 支付 的 。 
例如 ， 在 股票 资产 组 合 高 度 分 散 的 情况 下 ， 我 们 自然 假设 是 连续 支付 而 不 
是 在 一 年 内 频繁 地 分 散 支付 。 另 一 个 例子 是 外 币 ， 按 相应 的 利率 产生 利息 。 
我 们 首先 针对 外 币 的 情形 推导 价格 公式 。 假 设 在 纽约 1 英镑 的 价格 
为 P(t) 美元 ; 投资 于 英镑 和 美元 的 无 风险 利率 分 别 为 rcse 和 ruso 。 我 们 
现在 比较 如 下 策略 : 
A: 以 利率 rusp 投 资 P(0) 美元 ， 到 时 间 T。 
B: 以 P(0) 美元 买 人 1 英镑; 以 利率 rcse 投 资 到 时 间 TT， 取得 英镑 
远 期 合约 空头 头寸 ecm”; 交割 时 间 为 T; 远 期 价格 为 F(CO0，T) 。 
这 两 个 策略 的 初始 支付 相同 ， 于 是 终 值 应 该 相同 ， 即 
P(O)erusT 一 ercaTF(0，T) 
由 此 得 出 
F(0, T) 一己 (0)ecusp cee’T (6. 5) 


下 面 假设 股票 以 付 息 率 rav 之 0 连续 支付 红利 ， 称 为 (连续 的 ) 红利 
收益 。 如 果 红 利 再 投资 于 股票 ， 那 么 在 时 间 0 投资 的 1 股 股票 在 时 间 工 
会 变 成 ew 股 股票 。( 这 种 情况 类 似 于 连续 复合 .) 因此 ， 为 了 在 时 间 人 
拥有 1 股 股票 ， 那 么 在 时 间 0 应 该 拥有 e“"m7 股 股票 。 这 个 观察 结果 可 以 
用 于 下 面 的 套利 证 明 。 


定理 6.3 
以 付 息 率 ra 连续 支付 红利 的 股票 远 期 价格 为 
F(0, T) 一 SCO)ec "oT (6. 6) 
证 明 
假设 


F(0, T)> S(0)er aT 


在 这 种 情况 下 ， 在 时 间 0 

9 签订 一 个 空头 远 期 合约 ; 

@ 支付 SC(0)e "7? 买 人 ee@ "wT 股 股 票 。 

用 在 时 间 0 和 时 间 工 之 间 收 到 的 连续 支付 的 红利 ， 再 投资 于 股票 ， 
则 在 时 间 工 将 拥有 1 股 股票 ， 上 面 已 经 作出 解释 。 在 那 时 

e@ 以 价格 F(0，T) 卖 出 股票 ， 结 清空 头 远 期 头寸 ; 

@ 支付 SCO)ec ma 工 ， 结 清 贷款 和 利息 。 

最 终 的 余额 F(0，T) 一 SC(0)eo 7 二 0， 这 就 是 套利 利润 。 

现在 假设 
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F(0, T)=S(0)e™ aT 


在 这 种 情况 下 ， 则 在 时 间 0 

® 取得 一 个 远 期 合约 多 头头 寸 ; 

® 卖 空 e "7 股 股票 ， 将 收入 S(0)e-"T 进 行 无 风险 投资 。 

在 时 间 0 和 时 间 工 之 间 ， 需 要 支付 红利 给 股票 的 所 有 者 。 利 用 卖 空 
股票 筹集 的 现金 ， 股 票 持 有 者 的 空头 头寸 在 时 间 工会 增加 到 1。 在 那 时 ， 

® 以 F(0，T) 价格 买 人 股票 归还 给 所 有 者 ， 结 清远 期 合约 多 头头 十 
和 股票 的 空头 头寸 ; 

@ 从 无 风险 投资 中 得 到 S(0)e "07. 

得 到 的 还 是 正 的 金额 S(0)e”"s7 一 F(0, T) 之 0， 与 无 套利 原则 矛 
盾 。 口 


一 般 地 ， 如 果 合 约 在 时 间 上 < 一 工 开 始 ， 则 
F(t, T)= S(t)e av)T 9 (6.7) 


练习 6.5 

美国 的 德国 汽车 进口 商 想 签订 半年 的 远 期 合约 买 人 欧元 ， 投 资 
美元 和 欧元 的 利率 分 别 为 rusp 二 4% 和 ram= 3%， 现 在 的 汇率 
为 0. 983 4 欧元 兑换 1 美元 。 用 美元 表示 的 欧元 远 期 价格 ( 即 远 
期 汇率 ) 是 多 少 ? 


6. 1.2 远 期 合约 的 价值 
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每 一 个 远 期 合约 开始 生效 时 的 价值 是 0， 随 着 时 间 的 推移 ， 标 的 资产 
的 价格 可 能 会 发 生变 化 ， 因 此 ， 一 般 来 说 ， 远 期 合约 的 价值 也 会 随 着 改 
变 ， 不 总 是 零 。 特 别 地 ， 在 交割 日 ， 远 期 合约 多 头 的 价值 是 SCT) 一 F(0， 
了 ， 它 可 能 取 值 为 正 、 零 或 者 负 。 我 们 将 推导 体现 远 期 价值 变化 的 公式 ， 

假设 在 时 间 :C0 二 :一 T) 开始 生效 的 远 期 合约 的 价格 FCt，T) 高 于 
F(0, T)。 这 对 于 在 时 间 0 开始 的 具有 远 期 合约 多 头头 寸 的 投资 者 是 个 好 
消息 。 若 一 个 投资 者 在 时 间 : 新 签订 一 个 远 期 合约 ， 交 制 日 在 时 间 工 ， 与 
之 相 比 ， 在 时 间 工 前 一 类 投资 者 将 得 到 收益 F(z，T) 一 F(0，T) 。 为 计算 
原始 的 远 期 合约 头寸 在 时 间 上 的 价值 ， 我 们 只 要 将 这 个 收益 折 现 到 时 间 ， 
即 可 。 这 个 折 现 金额 将 会 被 在 时 间 0 购买 远 期 合约 多 头头 寸 的 投资 者 收 
到 《如 果 是 负 的 ， 为 支付 ) 并 在 时 间 结算 ， 即 早 于 交割 日 工 。 我 们 将 用 
严格 的 套利 证 明 进 行 论证 。 
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定理 6.4 
对 每 个 满足 0 三 + 三 全 的 时 间 t+， 远 期 价格 为 (0，T) 的 远 期 合约 多 
头头 寸 在 时 间 上 的 价值 为 


VO)=[FG, TD)—F(0, T)Je "™? (6. 8) 


证 明 
假设 
VD) <LFG, T)—F(0, TJe-"? 


如 果 这 样 ， 那 么 在 时 间 + 

e 借入 金额 V(t)， 签 订 价格 为 F(0，T)， 交 割 日 为 了 的 远 期 多 头 
合约 ; 

e 开始 空头 远 期 头寸 ， 其 价格 为 F(:，T)， 没 有 成 本 。 

接 下 来 ， 在 时 间 芽 

e@ 结 清远 期 合约 ， 如 果 是 多 头 ， 得 到 金额 S(T) 一 F(0, T) (如 果 是 
负 的 ， 为 支付 )， 结 清空 头头 寸 得 到 一 S(T) 十 F(z, T); 


e@ 归还 贷款 及 利息 总 额 为 VCt)erG-2 。 
最 终 的 金额 为 下 (上 t，T) 一 上 (0，T) 一 VCDe 2 之 0， 这 就 是 套利 
利润 。 
我 们 把 
VSLFG, TD)—F(0, TI]e 9 
的 情形 作为 练习 。 加 
练习 6.6 


证 明 V(D 二 [LFG，T) 一 F(0，T)]e 72 将 导致 一 个 套利 机 会 。 


注意 ，V(0) = 0 为 远 期 合约 的 初始 价值 ;， V(T) = S(T) 一 F(0, T) 
(因为 F(T, T) = S(T)) 为 最 终 回报 。 
对 于 不 支付 红利 的 股票 ， 由 式 (6. 8) 可知 


V() 王 [SGD)er 2 一 S(0)e7T]e ?=S()—S(0)er (6. 9) 


这 给 我 们 的 启示 是 ， 如 果 股 票 价格 的 增长 与 无 风险 投资 一 样 ， 那 么 远 期 
合约 的 价值 为 零 。 若 增长 高 于 无 风险 利率 ， 则 远 期 合约 多 头头 寸 的 持 有 
者 会 获得 收益 。 


注 6.3 
考虑 一 个 合约 ， 其 交割 价格 为 X， 而 不 是 F(0，T) ， 则 合约 在 时 间 + 





的 价值 可 以 由 用 XX 替代 下 (0，T) 的 式 (6. 8) 给 出 ， 
Vx(2) =[F(, T)—XJe "T™? 
12 这样 的 合约 初始 价值 可 以 不 是 零 。 在 股票 不 支付 红利 的 情况 下 ， 有 
Vx(0)=[F(0, T)—Xje = S$(0)—Xe-"T (6. 10) 
对 于 在 时 间 0 和 时 间 了 之 间 支 付 红利 的 股票 ， 合 约 的 初始 价值 为 
Vx(0)= S(0)—div —Xe-"T 


div 是 红利 在 时 间 0 的 折 现 值 。 对 以 支付 率 rs, 连续 支付 红利 的 股票 ， 合 
约 的 初始 价值 为 


Vx(0)= S(0)e wT— Xe "T 


练习 6.7 

假设 在 年 初 股票 的 价格 为 45 美元; 无 风险 利率 为 6%; 半年 以 
后 ， 支 付 2 美元 红利 。 对 于 一 年 交割 的 合约 多 头 ， 计 算 它 在 9 
个 月 后 的 价值 。 考 虑 两 种 情况 : 〈a) 那 时 的 股票 价格 为 49 美 
元 ; 〈b) 那 时 的 股票 价格 为 51 美元 。 


6;2 货 


远 期 合约 两 方 中 的 一 方 会 损失 货币 ， 总 存在 使 得 一 方 遭 受 损失 的 韦 
约 风险 。 期 货 合 约 可 以 避免 这 样 的 风险 。 

我 们 暂时 假设 时 间 是 具有 时 段 长 度 为 r 的 离散 时 间 ， 一 般 为 1 天 。 

与 远 期 合约 一 样 ， 期 货 包 括 一 个 标的 资产 和 一 个 指定 的 交割 日 ， 比 
如 价格 为 SG) 的 股票 ， 其 中 = 0，1，…， 和 时 间 工 。 除 了 通常 的 股票 
价格 之 外 ， 对 每 一 个 满足 nr 过 了 的 时 段 ， 其 中 nn 一 0，1，.…, 市 场 指定 
所 谓 的 期 货 价 格 f(x，T)。 除 了 f(0，T)， 这 些 价格 在 时 间 0 是 未 知 的 ， 
我 们 将 认为 它们 是 随机 变量 。 

与 远 期 合约 一 样 ， 开 始 的 期 货 头寸 没有 成 本 ， 不 同 之 处 在 于 合约 期 
限 内 的 现金 流 。 远 期 合约 多 头 只 在 交割 日 支付 一 个 S(T) 一 F(0, T); 期 
货 合约 包含 由 市 场 决定 的 随机 现金 流 ， 即 在 每 一 个 时 段 (n 二 1，2，.…) 
满足 rr 过 了 T， 期 货 合约 多 头 持 有 者 将 得 到 金额 


fn, 了 Je 一 多 名 | 


135 如 果 是 正 的 ， 为 收益 ;如 果 是 负 的 ， 为 支付 。 相 反 的 支付 应 用 于 期 货 合 
约 空头 头寸 。 我 们 附加 了 以 下 两 个 条 件 ; 
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1. 在 交割 日 ， 期 货 价格 为 f(T, T) = S(T)。 

2. 在 每 一 个 时 段 (n 二 0，1,，…) 使 得 nt 三 期 货 合约 头寸 的 价 
值 为 零 。( 在 每 一 个 时 段 (n 宇 1)， 这 个 值 在 盯 市 以 后 计算 .) 

第 二 个 条 件 意味 着 ， 在 时 间 0 和 时 间 工 之 间 任 何 时 段 平 仑 、 不 开 仓 
或 者 转换 头寸 都 没有 成 本 。 


注 6.4 

为 保证 履行 包含 在 期 货 合约 头寸 中 的 义务 ， 当 然 要 强加 一 些 特殊 的 
规则 。 每 一 个 签订 期 货 合约 的 投资 者 都 要 支付 保证 金 ， 称 为 初始 保证 金 ， 
支付 给 结算 所 作为 担保 。 在 期 货 合 约 多 头头 寸 的 情况 下 ， 在 每 个 时 段 ， 
一 般 是 一 天 一 次 ， 如 果 fln, T) 一 fn 一 1, T) 为 正 ， 则 在 保证 金 中 加 上 
这 个 金额 ， 如 果 为 负 ， 则 在 保证 金 中 减 去 这 个 金额 (对 于 空头 头寸 则 相 
反 )。 超 过 初始 保证 金 的 部 分 投资 者 可 以 收回 。 另 一 方面 ， 如 果 保 证 金 低 
于 确定 的 水 平 ， 交 易 所 就 会 通知 投资 者 维持 保证 金 。 交 易 所 将 提出 保证 
金 催 交 ， 要 求 投资 者 作 支付 并 使 保证 金 达到 初始 保证 金 的 水 平 。 期 货 合 
约 头寸 在 任何 时 间 都 可 能 结 清 ， 在 这 种 情况 下 ， 保 证 金 会 归还 给 投资 者 。 
特别 地 ， 如 果 投 资 者 对 保证 金 催 交 没有 反应 ， 交 易 所 就 会 立刻 平 仑 ， 这 
种 做 法 消除 了 违约 风险 。 


例 6.1 

假设 初始 保证 金 设置 为 期 货 价格 的 10%， 补 仓 保证 金 为 5%， 下 表 表 
明了 期 货 价格 f(x，T) 的 状况 。 表 中 “保证 金 1” (margin 1) 和 “保证 
金 2”(margin 2) 列表 明 在 每 天 开始 和 结束 时 的 保证 金 。 支 付 〈pay- 
ment) 列 包括 交纳 的 保证 金 数量 〈 负 数 ) 或 收回 的 保证 金 数量 〈 正 数 ) 。 





n fln, T) 现金 流 保证 金 1 支付 保证 金 2 

0 140 开 仓 ， 0 一 14 14 

1 138 一 2 12 0 12 

2 130 一 8 4 一 9 13 

3 140 十 10 23 十 9 14 

4 150 十 10 24 十 9 15 
结算 : 15 十 15 0 

累计 : 10 


1 

在 第 0 天 ， 开 仓 期 货 合约 头寸 ， 按 10% 交 保证 金 。 在 第 1 天 ， 期 货 
价格 下 降 2 美元 ， 从 保证 金 中 减 去 。 在 第 2 天 ， 期 货 价格 下 降 8 美元 ， 
启动 催 交 保 证 金 ， 因 为 保证 金 低 于 5%， 投 资 者 交纳 9 美元 ， 保 证 金 恢 复 
到 10% 的 水 平 。 第 3 天 ， 期 货 价格 上 涨 ， 收 回 9 美元 ,保留 10% 的 保证 
金 。 第 4 天 ， 期货 价格 再 次 上 涨 ， 允 许 投资 者 再 次 收回 9 美元 。 这 天 结 
束 时 ， 投 资 者 决定 结 清 头 寸 ， 收 到 保证 金 余 额 。 总 支付 是 10 美元 ， 即 从 
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第 1 天 到 第 4 天 期 货 价格 上 涨 10 美元 。 


注 6.5 

期 货 市 场 的 一 个 重要 特征 是 流动 性 。 由 于 标准 化 和 交易 所 的 存在 ， 
流动 性 是 可 能 的 。 具 有 特殊 交割 日 的 期 货 合 约 才能 交易 。 而 且 ， 对 商品 
期 货 合约 一 一 例如 黄金 或 者 木材 ， 不 仅 指 定 标准 化 的 交割 日 ， 也 指定 标 
准 化 的 资产 的 现货 特征 。 交 易 所 是 一 个 中 介 机 构 ， 匹 配 各 种 大 小 的 、 大 
量 的 多 头 和 空头 期 货 头 寸 。 交 易 所 还 催 交 维持 保证 金 以 消除 违约 风险 。 
这 与 两 方 直接 协商 的 远 期 合约 不 同 。 


我 们 将 证 明 ， 在 某 些 条 件 下 远 期 合约 和 期 货 合约 的 价格 是 相同 的 。 
假设 7 为 在 连续 复合 之 下 的 无 风险 利率 。 


定理 6.5 

如 果 利 率 为 常数 ， 则 f(0, T) = F(0, T)。 

证 明 

为 简单 起 见 ， 假 设 盯 市 在 两 个 中 间 的 时 间 瞬 间 0 二 二 ts 二 工 执 行 。 
实际 上 ， 以 下 的 论证 可 以 扩展 到 更 多 的 时 间 频 率 。 

取得 具有 远 期 价格 F(0，T) 的 远 期 合约 多 头头 寸 ， 金额 e-'TF (0， 
T) 投资 于 无 风险 资产 。 在 时 间 全 结算 无 风险 投资 ,得 到 F(0，T), 利 
用 远 期 合约 买 人 1 股 股 票 ， 并 且 以 市 场 价 SCT) 卖 出 ， 则 最 终 财富 为 
1 了 豫 吉 

我 们 的 目标 是 利用 期 货 合 约 的 合适 策略 复制 这 个 支付 。 在 时 间 0 

9 开 仓 e ”期货 合 约 多 头头 寸 (没有 成 本 ) 。 

e 投资 ef(0，T) 于 无 风险 资产 (这 个 投资 在 时 间 工 增长 为 v= 
FO, TONS 
在 时 间 久 

@ 由 于 盯 市 收 到 (或 者 支付 ) eT 入 [fn, 了 T) 一 fC0, TT)]; 

e 投资 (或 者 借入 ， 取 决 于 符号 ) eT 下 [ fw, TT 一 f(0, T)] (这 
个 投资 在 时 间 工 将 增长 到 v= fu, T) 一 f(0, 7T)); 

9 增加 期 货 合 约 多 头头 寸 到 e 7-2) (没有 成 本 )。 
在 时 间 t2 

® 由 于 上 采 市 收 到 (或 者 支付 ) eT 中 [fi,, 一 ft, TT)]; 

® 投资 (或 者 借 人 ， 取 决 于 符号 ) ee [Fea，T) 一 Fi，T)] 
(这 个 投资 在 时 间 本 将 增长 到 vw,= f(zs, 了 TD) 一 fn, T))。 
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@ 增加 期 货 合约 多 头头 寸 到 1 (没有 成 本 )。 
在 时 间 工 

e@ 结 清 无 风险 投资 ， 得 到 vw 十 vi 十 vz = f(t;，, TT); 

® 结 清 期 货 头寸 ， 收 到 (或 者 支付 ) S(T) 一 f(z, T)。 

最 终 财 富 为 SCT) ， 与 前 面 一 样 。 因 此 ， 为 避免 套利 ， 开 始 时 两 个 策 
略 的 初始 投资 必须 相同 ， 即 


eG, T)= "ft0s I 
这 就 证 明了 结论 。 口 


如 果 利 率 变化 是 不 可 预测 的 ， 则 这 个 推导 不 可 能 实现 。 而 如 果 利 率 
变化 是 已 知 的 ， 论 证 可 以 修改 ， 期 货 和 远 期 价格 的 等 式 成 立 。 
在 一 个 具有 常数 利率 7 的 经 济 中 ， 我 们 得 到 期 货 价格 的 简单 公式 


ft, TD) 一 SG)er7 2 (6. 11) 


如 果 股 票 不 支付 红利 。 期 货 的 价格 是 随机 的 ， 完 全 是 由 标的 资产 价格 的 
随机 性 引起 的 。 如 果 期 货 价格 偏离 式 (6. 11) 给 出 的 值 ， 从 市 场 的 观点 ， 
它 反映 着 远 期 利率 的 变化 。 


练习 6.8 
假设 利率 > 为 常数 。 给 定 S(0)， 计算 一 天 以 后 的 股票 价格 S 
(1), 使 得 3 个 月 交割 的 期 货 在 该 天 的 盯 市 为 零 。 


这 个 练习 表明 了 期 货 合 约 头寸 获 利 能 力 的 重要 准则 : 一 个 投资 者 想 
要 利用 预测 到 的 股票 价格 的 增加 超过 无 风险 利率 的 信息 获 利 ， 他 应 该 签 
订 期 货 合 约 多 头头 寸 。 期 货 合约 空头 头寸 带 来 的 利益 应 该 来 自 股票 价格 
下 降 或 者 股票 价格 上 升 但 低 于 无 风险 利率 的 情况 。 


6. 2.2 利用 期 货 套 期 保值 


基 差 。 套 期 保值 相对 简单 的 方法 是 签订 远 期 合约 。 但 远 期 合约 不 是 
很 有 效 ， 况 且 还 存在 违约 风险 。 另 一 个 套 期 保值 的 可 能 性 是 利用 期 货 市 
场 ， 因 为 期 货 市 场 是 得 到 很 好 发 展 的、 具有 流动 性 的 市 场 ， 而 且 能 够 排 
除 违约 风险 。 


例 6.2 
假设 S(0) = 100 美元 ;无 风险 利率 "一 8% 是 常数 ， 盯 市 是 一 个 月 一 
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次 ， 时 段 是 z 一 让。 假设 我 们 希望 3 个 月 以 后 卖 出 股票 。 为 了 对 股票 价 
格 的 各 种 风险 暴露 套 期 保值 ， 我 们 签订 一 个 3 个 月 交割 的 股票 空头 期 货 
合约 。 投 资 或 借 人 ) 来 自 盯 市 的 支付 ， 按 无 风险 利率 产生 利息 。 两 个 
不 同 价格 状况 的 结果 列表 如 下 。 表 中 “ 盯 市 ”列表 示 来 自 盯 市 的 支付 ; 
最 后 一 列表 示 直到 交割 日 利息 的 增长。 

状况 1 





S(n) f(n, 地 ) 盯 市 利息 

0 100 102. 02 

1 102 103. 37 Ee O02 

2 101 101. 67 十 1. 69 十 0. 01 

3 105 105. 00 = 0. 00 
累计 : 一 2.98 QL 


a 

在 这 个 状况 下 ， 我 们 以 105. 00 美元 的 价格 卖 出 股票 ， 但 盯 市 会 引发 
损失 ， 以 至 于 总 和 减少 到 105. 00 一 2. 98 一 0. 01 = 102. 01 美元 。 注 意 ， 如 
果 盯 市 支付 不 按 无 风险 利率 投资 ， 实 际 上 总 和 为 105. 00 一 2. 98 二 102. 02 


美元 ， 这 精确 地 等 于 期 货 价格 /(0, 蕊 )。 





状况 2 
ce 
y S(n) f(n, 总 ) 采 市 利息 
0 100 102. 02 
1 98 99. 31 十 2. 70 十 0. 04 
2 97 97. 65 十 1.67 十 0.01 
3 92 92. 00 十 5.65 0.00 


累计 : 十 10. 02 十 0. 05 
a 
在 这 种 状况 下 ， 我 们 以 92. 00 美元 卖 出 股票 ， 且 来 自 采 市 与 利息 收 
益 的 总 和 为 92. 00 十 10. 02 十 0. 05 二 102. 07 美元 。 不 算 利息 ， 最 后 的 总 和 


为 92 00 十 10. 02 一 102. 02 美元 ， 再 一 次 精确 地 等 于 期 货 价格 F(0, 也 )。 


实际 上 ， 例 6. 2 中 的 计算 不 十 分 复杂 ， 为 简单 起 见 ， 已 经 忽略 了 初 
始 保证 金 。 一 些 限 制 来 自 期 货 合约 的 标准 化 。 因 此 ， 困难 是 如 何 使 合约 
条 款 与 我 们 的 需要 相 匹配 。 例 如 ， 期 货 的 交割 日 是 一 个 指定 的 4 个 月 的 
确定 的 日 期 ， 例 如 在 3 月 、6 月 、9 月 和 12 月 的 第 3 个 星期 五 。 如 果 我 
们 想 要 结 清 在 4 月 未 的 投资 ， 我 们 需要 套 期 保值 期 货 合约 的 交易 日 在 4 
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月 末 附 近 ， 例 如 6 月 末 。 


例 6.3 
假设 我 们 希望 2 个 月 之 后 卖 出 股票 ， 并 且 利 用 在 3 个 月 后 交割 的 期 
货 套 期 保值 (状况 与 例 6. 2 相同 ) : 





状况 1 
S(n) f(n, 况 ) 有 杂 市 利息 
0 100 102. 02 
1 102 103. 37 —1.35 一 0.01 
2 101 101. 67 1.69 0.00 


累计 : 0. 34 一 0.01 


我 们 以 101. 00 美元 卖 出 股票 ， 连 同 盯 市 与 利息 收益 的 总 和 为 110. 33 
美元 。 











状况 2 
S(n) f(n, 况 ) 盯 市 利息 
0 100 102. 02, 
1 98 99.31 2.70 0.02 
2 97 97. 65 1.67 0.00 


累计 : 4. 37 0. 02 


在 这 种 情况 下 ， 股 票 是 97. 00 美元 ， 连 同 盯 市 与 利息 收益 的 总 和 为 
101. 39 美元 。 

我 们 几乎 达到 了 目标 值 ， 这 个 目标 值 是 期 货 价 格 f(0, 2) 全 101. 34 
美元 ， 即 100 美元 按 无 风险 利率 复合 的 价值 。 





注 6.6 
现货 价格 和 期 货 价格 之 差 称 为 基 差 (与 远 期 合约 相同 )， 即 


blt, T)= S(t)—f(, T) 


(有 时 基 差 定义 为 f(t, T) 一 S(1)。) 当 t 一 TT 时 ， 基 差 趋 近 于 0， 因为 
f(T, T) 三 S(T)。 在 一 个 具有 固定 利率 的 市 场 上 ， 很 明显 


blt, T)=S()(1—e™?) 


当 t<= 丁 时， 为 负 。 如 果 资产 以 红利 支付 率 ra 过 > 支付 红利 ， 则 基 差 为 
正 ， 即 


b(t, T)=S(2) (1—e™ "TD)) 
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回 到 设计 套 期 保值 问题 ， 假 设 我 们 希望 在 时 间 t 十 卖 出 资产 。 为 了 
保护 我 们 自己 应 对 价格 下 跌 ， 在 时 间 0， 我 们 可 以 卖 空 价格 为 (0，T) 
的 期 货 合约 。 在 时 间 *， 我 们 卖 空 资产 可 以 得 到 SCz) ， 加 上 来 自 盯 市 的 现 
金 流 f(0, 了 ) 一 f(t,，T) (为 简单 起 见 ， 我 们 忽略 中 间 现 金 流 ， 假 设 t 是 
第 一 个 盯 市 发 生 的 瞬间 )。 于 是 ， 我 们 得 到 

f(0, D+S)—f, T= 00, THoG, T) 
价格 fA(0，T) 在 时 间 0 是 已 知 的 ， 于 是 包含 在 套 期 保值 头寸 的 风险 与 未 
知 的 基 差 大 小 相关 。 这 个 不 确定 性 主要 与 未 知 的 远 期 利率 相关 。 

如 果 套 期 保值 的 目的 是 最 小 化 风险 ,那么 最 好 是 利用 确定 的 最 优 套 
期 保值 率 ， 即 签订 N 份 期 货 合约 ， 其 中 N 不 必 等 于 持 有 的 基础 资产 的 份 
数 。 为 此 ， 计 算 由 基 差 bv(t, T) = S(2) 一 Nf(t, T) 测量 的 风险 ; 


Var(bn(t, T))= Go) 十 Na D 2Noscw op. DPsw re, TD 


式 中 ， Pstwja, 了 为 现货 价格 和 期 货 价 格 的 相关 系数 ; Isco)， oyu,n 为 标准 
差 。 方差 为 N 的 二 次 函数 ， 在 


Cs 





六 一 osoxree 和 
fu4, 7T) 


处 有 最 小 值 ， 这 就 是 最 优 套 期 保值 率 。 


练习 6.9 
如 果 利 率 为 常数 ， 计 算 套 期 保值 率 。 


股票 指数 期 货 。 股票 的 交易 所 指数 是 选择 的 股票 价格 的 加 权 平 均 ， 
其 权重 是 股票 的 市 值 的 比例 。 这 种 类 型 的 指数 近似 于 与 市 场 资产 组 合 的 
价值 成 比例 (参见 第 5 章 )， 如 果 选 取 的 股票 集合 足够 大 。 例 如 标准 普尔 
指数 (Standard and Poor Index) 。 标 准 普 尔 500 是 利用 500 个 股票 计算 
的 ， 代 表 了 纽约 证 券 交 易 所 交易 的 80% 的 股票 。 对 于 期 货 市 场 来 说 ， 指 
数 可 以 看 做 可 交易 的 证 券 。 这 是 因为 指数 可 以 与 资产 组 合 等 同 看 待 ， 即 
使 在 实际 中 交易 成 本 会 阻碍 资产 组 合 的 交易 。 期 货 价 格 f(n，T) 用 指数 
点 表示 ， 假 设 满足 与 前 面 一 样 的 条 件 。 盯 市 由 差 0 一 六 一 5 TS 
乘 以 固定 的 金额 〈 标 准 普尔 500 期 货 为 500 美元 ) 给 出 。 如 果 包 含 在 指 
数 中 的 股票 数量 很 多 ， 则 假设 指数 是 一 个 连续 支付 红利 的 资产 是 可 行 的 ， 
也 是 方便 的 。 


练习 6. 10 
假设 股票 交易 所 的 股票 指数 为 13 500， 在 9 个 月 后 交割 的 期 货 
价格 是 14 100， 利 率 是 8%， 计 算 红 利 收益 率 。 
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本 节 的 目的 是 研究 基于 在 第 5 章 中 引入 的 资本 资产 定价 模型 对 于 指 

数 期 货 套 期 保值 的 应 用 。 正 如 我 们 已 知 的 〈 见 式 〈5. 9))， 在 长 度 为 + 的 
时 段 内 资产 组 合 的 预期 收益 为 
v= re (pum—re)By 

式 中 ，py 为 资产 组 合 的 贝塔 (beta) 系数; jm 为 市 场 组 合 的 期 望 收益 ; 

re 为 单 期 无 风险 收益 率 。 我 们 用 V(n) 表示 资产 组 合 的 第 个 时 段 的 价 


值 。 为 简单 起 见 ， 我 们 假设 指数 等 于 市 场 资产 组 合 的 价值 ， 于 是 期 货 价 
格 为 


fan, T)=Mn) (ttre) 


M(n) 是 在 第 个 时 段 市 场 资产 组 合 的 价值 (这 里 我 们 利用 离散 时 间 、 
普通 收益 以 及 资产 组 合理 论 中 的 按期 复合 ) 。 

我 们 可 以 用 原来 的 资产 组 合 和 N 份 交割 日 为 工 的 空头 指数 期 货 合 
约 构成 的 新 的 资产 组 合 ， 其 价值 为 VY(n)。 新 资产 组 合 的 初始 价值 VC0) 
和 原来 资产 组 合 的 初始 价值 V(0) 是 相同 的 ， 因 为 签订 期 货 合约 不 用 支 
付 任何 费用 。 这 个 新 的 资产 组 合 的 价值 


Vn) 一 VC 一 NGCFCa， TD—fn—1, T)) 
在 第 nn 个 时 段 包含 了 盯 市 现金 流 。 新 资产 组 合 在 第 一 个 时 段 的 收益 为 


2 VD—VO) _VG) 一 NGC， D—fO0, TD))—VO) 


V0) V(0) 


我 们 将 证 明 ， 新 资产 组 合 的 贝塔 系数 pv 可 以 被 期 货 头 寸 N 的 合适 选择 任 
意 修 改 。 


命题 6.6 
如 果 
(1 二 rs)V (0) 
:fC0s5 T) 
那么 对 任意 给 定 的 数 a， 有 Bv 三 a。 
证 明 
我 们 由 定义 计算 贝塔 系数 
_ Cov(Kv, Km) 


OM 


N (By —a) 


pr 


_ Cov(CKv，Kw) _1 CovCN(f(1, T)—f(0, T)), Ku) 
oh V(0) ay 


式 中 ，Kw 为 市 场 资产 组 合 的 收益 ; Kv 为 没有 期 货 的 资产 组 合 的 收益 。 
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因为 Cov(f(0, T), Kxm) 二 0， 又 因为 协 方差 对 每 一 个 变量 是 线性 的 ， 
于 是 有 

CovCN(f(1, DD)—f£00, T)), Ku) = NCov(f(1, T), Ku) 
代入 期 货 价格 f(1, T) = 二 M(1)(1 十 re)!,， 有 

CovCf(1, TD), Km) = (1+re) TCov(M(1), Km) 
再 一 次 利用 协 方差 对 每 一 个 变量 的 线性 关系 ， 有 


M(1)—M(0) 


Cov(M(1), Km) =M(0)Cov( i 


>; Ku) =M(0)o% 


接着 替换 得 到 


ple “NM - . FC0s 了 9 
pr 一 pr VCO) BN veo cr 


从 中 可 得 出 要 证 明 的 结论 。 口 


推论 6.7 
如 果 a 王 0， 则 pp 一 产 。 


例 6.4 

假设 指数 从 M(0) = 890 下 降 到 M(1) = 850， 即 在 第 一 个 时 段 下 降 
4. 49% 。 进 一 步 假 设 无 风险 利率 为 1% 。 这 意味 着 ， 指数 期 货 价 格 〈3 个 
时 段 后 交割 ) 为 


JJ (0,，3) 一 M(0)(1 十 re)3 一 890X1.013 兰 916. 97 

f(1, 3) 一 M(1)(1 十 mr) 一 850X1.012 关 867.09 
考虑 一 个 资产 组 合 ， 它 的 贝塔 系数 pv 一 1. 5， 初 始 价值 V(0) = 100 美元 ， 
这 个 资产 组 合 将 有 负 的 期 望 收益 ， 即 


pv 一 mrF 十 (pv 一 mrF)6v 
兰 1%% 十 (一 4. 49% 一 1%)X1. 5 全 一 7. 24% 
为 构造 一 个 新 的 资产 组 合 ， 使 得 pr 一 0， 我 们 可 以 将 原来 的 资产 组 合 增补 


(1 十 rr)V(O) 
(00, 0 
份 一 即 三 个 时 段 以 后 交割 的 空头 指数 远 期 合约 。 
假设 原来 的 资产 组 合 在 第 一 个 时 段 的 实际 收益 等 于 期 望 收益 ， 这 给 
出 了 VQ) 实 92.76 美元 。 盯 市 给 出 的 回报 为 


—N(f(l, 3)—f(0, 3)) 储 一 0.165 2X(867. 09 一 916. 97) 


1.01X100 


Ns: 916. 97 


衬 1. 5X 宇 0. 165 2 
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兰 8. 24 (美元 ) 


这 收益 来 自持 有 六 兰 0. 165 2 远 期 合约 空头 头寸 。 这 样 得 出 的 新 的 资产 组 
合 在 时 间 1 的 价值 为 


VD 一 VGD) 一 NCFG，3) 一 F0,，3)) 储 92.76 十 8. 24 
一 101.00〈 美 元 ) 


精确 地 按 无 风险 增长 。 


练习 6. 11 
在 指数 从 890 增加 到 920 的 情况 下 ， 做 同样 的 计算 。 


注 6.7 

调整 资产 组 合 8 的 能 力 对 于 希望 减少 和 扩大 系统 风险 的 投资 者 都 是 
有 价值 的 。 例 如 ， 假 设 投资 者 能 够 设计 一 个 资产 组 合 ， 使 其 平均 业绩 优 
于 市 场 组合 。 利 用 签订 期 货 头 寸 使 得 得 到 的 资产 组 合 的 8 等于零， 投资 
者 完成 套 期 保值 以 应 对 市 场 波动 的 风险 。 这 一 做 法 在 市 场 不 景气 时 也 很 
重要 ， 使 得 具有 较 优 表现 的 资产 组 合 能 够 产生 利润 ， 虽 然 市 场 是 下 跌 的 。 
另 一 方面 ， 当 市 场 上 涨 时 ， 套 期 保值 的 期 望 收益 将 减少 ， 因 为 期 货 头寸 
将 产生 损失 。 

需要 强调 的 是 ， 这 种 利用 期 货 套 期 保值 类 型 仅 起 平均 的 作用 。 特 别 
地 ， 调 整 贝塔 系数 到 零 ， 将 不 进行 无 风险 投资 。 

让 我 们 用 指数 期 货 的 应 用 来 结束 本 章 。 


例 6.5 

在 新 兴 市 场 卖 空 效用 不 大 。20 世纪 90 年 代 末 ， 波兰 就 是 这 种 情况 。 
当时 已 经 开设 了 指数 期 货 交 易 ， 由 于 指数 之 一 “WIG20) 仅 由 20 只 股票 
组 成 ， 可 以 通过 签订 指数 期 货 的 空头 头寸 ， 然 后 买 人 余下 的 19 只 股票 的 
资产 组 合 ， 造 成 这 20 只 股票 中 任意 一 只 股票 的 大 量 卖 空 。 如 果 需 要 买 人 
的 构成 指数 的 股票 数量 较 大 ， 这 样 做 的 交易 成 本 就 会 太 高 。 


期 权 : 一 般 性 质 





147 在 第 1 章 和 第 4 章 中 ， 我 们 给 出 了 单 期 离散 时 间 看 涨 期 权 和 看 跌 期 
权 的 简单 例子 。 在 本 章 中 ,我 们 将 揭示 期 权 的 某 些 基本 性 质 ， 从 更 广阔 
的 视角 并 且 利 用 连续 时 间 考察 期 权 。 不 过 ， 在 离散 时 间 下 许多 结论 仍然 
成 立 。 在 第 8 章 中 我 们 将 论述 期 权 定价 和 套 期 保值 。 


欧式 看 涨 期 权 是 一 种 合约 ， 它 给 予 其 持 有 者 以 预先 固定 的 价格 〈 称 
为 施 权 价 ) 在 未 来 某 个 指定 的 时 间 工 〈 称 为 施 权 日 或 到 期 日 ) 购买 一 种 
资产 〈 称 为 标的 资产 ) 的 权利 。 欧 式 看 跌 期 权 也 是 一 种 合约 ， 它 给 予 其 
持 有 者 以 施 权 价 X 在 施 权 日 卖 出 一 种 资产 的 权利 。 

美式 看 涨 期 权 和 美式 看 跌 期 权 分 别 给 予 其 持 有 者 以 固定 的 施 权 价 X， 
在 现在 和 指定 的 时 间 T( 称 为 到 期 时 间 ) 之 间 任 意 时 间 买 人 和 卖 出 标的 
资产 的 权利 。 换 言 之 ， 美 式 期 权 可 以 在 到 期 日 之 前 包括 到 期 日 的 任意 时 
间 施 权 。 

术语 “标的 资产 ”的 含义 很 广 ， 除 了 普通 的 资产 如 股票 、 商 品 、 外 
币 以 外 ， 还 包括 股票 指数 、 利 率 ， 甚 至 一 个 滑雪 场地 的 雪 的 厚度 。 期 权 
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用 现金 的 方式 结算 ， 这 类 似 于 赌博 。 例 如 ， 施 权 价 为 800 的 标准 普尔 指 
数 欧 式 看 涨 期 权 的 持 有 者 ， 如 果 在 施 权 日 指数 变 为 815， 期 权 将 有 收益 。 
期 权 的 卖 者 支付 给 持 有 者 的 金额 等 于 两 者 之 差 815 一 800 = 15 乘 以 固定 的 
货币 额 ， 比 如 说 100 美元 ， 如 果 施 权 日 指数 低 于 800 将 不 必 支 付 。 

期 权 由 其 回报 确定 ， 欧 式 看 涨 期 权 的 回报 为 


人 一 X ST)>X 
0 其 他 情况 


回报 为 随机 变量 ， 因 为 在 施 权 日 T， 标 的 资产 的 价格 是 未 定 的 (这 就 解 
释 了 为 何 将 期 权 看 做 是 未 定 权 益 (contingent claims) ) 。 我 们 用 符号 


z+={2 丈 这 必 
0 其 他 情况 
作为 实数 工 的 正 部 〈positive part) 。 那 么 欧式 看 涨 期 权 的 回报 可 以 写 为 
(SCT) 一 X) ;看 跌 期 权 的 回报 为 〈X 一 SCT))+ 。 

因为 期 权 回 报 是 非 负 的 ， 所 以 必须 支付 给 期 权 卖 出 者 期 权 费 (pre- 
mium)。 如 果 不 支 付 期 权 费 ， 购 买 期 权 的 人 无 论 怎样 都 不 会 遭受 损失 ， 
而 且 当 回报 为 正 时 会 赚 取 利润 ， 这 与 无 套利 原则 矛盾 。 期 权 费 就 是 期 权 
的 价格 。 

验证 期 权 价格 的 边界 和 期 权 价格 的 某 些 一 般 性 质 是 本 章 的 主要 目的 。 
在 第 8 章 中 我 们 将 研究 计算 期 权 价格 的 方法 。 我 们 假设 期 权 是 可 以 自由 
交易 的 ， 即 随时 可 按 市 场 价格 买卖 。 欧 式 看 涨 期 权 和 欧式 看 跌 期 权 的 价 
格 分 别 为 C* 和 P*; 美式 看 涨 期 权 和 美式 看 跌 期 权 的 价格 分 别 为 C* 和 
P^。 对 于 无 风险 借款 和 贷款 应 用 同样 的 固定 利率 >， 并 且 使 用 连续 复合 。 


例 7.1 

1997 年 3 月 22 日 ， 劳 斯 莱 斯 公司 (Rolls-Royce) 股票 期 权 (其 施 权 
价 为 220 便士 ， 施 权 日 为 1997 年 5 月 22 日 ) 在 伦敦 国际 金融 期 货 交易 所 
(London International Financial Futures Exchange，LIFFE) 以 19.5 便 
十 交易 。 假 设 利 用 5. 23% 连 续 复 利 贷 款 融 资 购买 期 权 ， 因 此 ， 在 施 权 日 应 
当归 还 19. 5e*%?3% 音 之 19. 67 便士 ， 如 果 股 票 价 格 高 于 220 十 19. 67 = 
239. 67 便士 ， 将 会 给 投资 者 带 来 利润 。 


练习 7.1 

对 欧式 看 跌 期 权 计 算 施 权 日 的 股票 价格 。 已 知 欧式 看 跌 期 权 的 
施 权 价 为 36 美元 ; 在 3 个 月 以 后 的 施 权 日 产生 3 美元 的 利润 。 
期 权 是 利用 12% 连 续 复 利 的 贷款 融资 ， 并 以 4. 5 美元 购买 。 


期 权 的 购买 者 〈 卖 出 者 ) 的 收益 是 由 期 权 支 付 的 (或 收 到 的 ) 的 期 


权 费 C- 或 PF 修改 的 回报 。 在 时 间 TT 欧式 看 涨 期 权 的 购买 者 获得 的 收 
益 为 (S(T) 一 X)+ 一 Ce 7， 这 里 货币 的 时 间 价 值 计 人 人 成本。 欧式 看 跌 期 
权 的 购买 者 获得 的 收益 为 (X 一 S(T))+ 一 Pe7， 这 些 收益 如 图 7 一 1 所 
示 。 欧 式 看 涨 期 权 的 卖 出 者 获得 的 收益 为 Ce 一 (S(T) 一 X)+; 欧式 看 
跌 期 权 的 卖 出 者 获得 的 收益 为 PEe7 一 (X 一 SCT))+ 。 注 意 ， 对 于 看 涨 期 
权 和 看 跌 期 权 ， 购 买 者 的 损失 可 以 限制 在 期 权 费 的 支付 之 内 ; 但 期 权 卖 
出 者 的 损失 可 能 会 很 高 ， 在 看 涨 期 权 的 情况 下 甚至 没有 上 限 。 


看 涨 期 权 的 回报 看 跌 期 权 的 回报 





图 7 一 1 欧式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 购买 者 的 回报 ( 实 线 ) 和 收益 (虚线 ) 


练习 7.2 
假设 欧式 看 涨 期 权 的 施 权 价 为 90 美元 ， 过 6 个 月 施 权 ; 施 权 日 
的 股票 价格 可 能 会 变 为 87 美元 、92 美元 或 者 97 美元 的 概率 各 
为 地 。 如 果 期 权利 用 利率 9% 的 连续 复合 贷款 融资 ， 以 8 美元 的 
价格 购买 ， 计 算 这 个 欧式 看 涨 期 权 的 持 有 者 的 期 望 收益 (或 
损失 )。 


7.2 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 


128 p> 
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在 本 节 中 ， 我 们 将 建立 欧式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 价 格 的 重要 关系 。 

考虑 由 具有 相同 施 权 价 X 和 相同 施 权 日 工 的 卖 出 1 份 看 跌 期 权 、 
买 人 1 份 看 涨 期 权 构成 的 资产 组 合 。 将 看 涨 期 权 多 头头 寸 的 回报 和 看 
跌 期 权 空头 头 二 的 回报 相 加 ， 我 们 就 得 到 一 个 远 期 价格 为 X， 交 人 割 日 
为 工 的 远 期 合约 多 头头 寸 。 实 际 上 ， 如 果 S(T) 三 X， 那 么 看 涨 期 权 的 
回报 为 S(T) 一 X， 看 跌 期 权 没 有 价值 。 如 果 S(T) 二 XX， 那么 看 涨 期 权 
没有 任何 价值 ， 看 跌 期 权 的 卖 出 者 要 支付 X 一 S(T)。 在 这 两 种 情况 下 ， 
资产 组 合 的 价值 都 为 S(T) 一 XX， 与 远 期 合约 多 头头 十 相同， 如 图 7 一 ? 
所 示 。 因 此 ， 这 个 期 权 资 产 组 合 的 当前 价值 应 该 就 是 远 期 合约 的 价值 ， 
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即 SC0) 一 Xe ”， 见 注 6.3。 这 样 就 可 以 导出 如 下 定理 。 虽 然 可 以 从 上 
面 直观 地 论证 得 出 这 个 定理 ， 但 接 下 来 我 们 将 用 尽 可 能 的 一 般 化 的 观 


点 给 出 另外 的 证 明 。 
看 涨 期 权 的 回报 看 跌 期 权 的 回报 远 期 的 回报 
S(7) S(T) S(T7) 
东 站 这 4 


图 7 一 2 由 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 构成 的 远 期 多 头 的 回报 


定理 7.1 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 
对 于 不 支付 红利 的 股票 ， 如 下 的 欧式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 价格 之 间 


的 关系 式 成 立 : 
Ce 一 PE 一 S(0) 一 Xe (7. 1) 
假设 这 两 个 期 权 的 施 权 价 都 是 X; 施 权 日 都 是 T。 
证 明 
假设 
Ce—PE>S(0)—Xe (7.2) 


在 这 种 情况 下 ， 可 以 构造 如 下 的 套利 策略 ， 在 时 间 0 

@ 以 价格 SCO) 买 人 工 股 股票 ; 

151 ® 以 价格 PE 买 人 1 份 看 跌 期 权 ; 

e@ 以 价格 CE 卖 出 1 份 看 涨 期 权 ; 

@ 以 利率 在 货币 市 场 投资 CE 一 PE 一 S(0) (如 果 是 负 的 ， 为 借 人 ) 。 
这 些 交易 的 余额 为 零 。 然 后 ， 在 时 间 人 

e@ 结 清 货币 市 场 头寸 ， 得 到 金额 (CE 一 PE 一 S(0))e7 (如 果 是 为 负 
值 ， 为 支付 ); 

e 以 价格 三 卖 出 股票 ， 当 S(T) 三 X 时, 行使 看 跌 期 权 ; 当 SCT) 二 
X 时 ， 结 清 看 涨 期 权 空头 头寸 。 

根据 式 (7. 2)， 余 额 〈CE 一 PE 一 S(0))eT 十 X 为 正 值 ， 与 无 套利 原 
则 矛盾 。 

现在 假设 


人 一 RE 全 (7. 3) 


那么 如 下 的 策略 将 产生 套利 。 在 时 间 0 
e@ 以 价格 SC0) 卖 空 1 股 股票 ; 
9 以 价格 PE 卖 出 1 份 看 跌 期 权 ; 


730 区 
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@ 以 价格 CE 买 人 1 份 看 涨 期 权 ; 

@ 以 利率 -在 货币 市 场 投资 SC0) 一 CE 十 PE (如 果 是 负 的 ， 为 借入 )。 
这 些 交 易 的 余额 是 0。 在 时 间 全 

e 结 清 货币 市 场 头寸 ， 得 到 (S(0) 一 CE 十 PE)eT (如 果 系 负 值 ， 为 
支付 ); 

® 以 价格 立 买 人 1 股 股 票 ， 当 S(T) 之 X 时 , 行使 看 涨 期 权 ， 当 
S(T) 夺 X 时 ， 结 清 看 跌 期 权 的 空头 头寸 。 

根据 式 (7. 3), 余额 (S(0) 一 CE 十 PE)e7 一 X 将 是 正 的， 也 与 无 套 
利 原则 矛盾 。 口 


练习 7.3 

假设 股票 不 支付 红利 ， 以 每 股 15. 60 美元 交易 ;在 3 个 月 以 后 
施 权 的 施 权 价 为 15 美元 的 看 涨 期 权 以 2. 83 美元 交易 。 连 续 复 
合 利率 7 二 6.72%。 计 算 具有 相同 的 施 权 价 和 施 权 日 的 看 跌 期 权 
的 价格 。 


练习 7.4 
施 权 价 为 24 美元 ; 6 个 月 以 后 施 权 的 欧式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 
以 5. 09 美元 和 7. 78 美元 交易 ;标的 股票 的 价格 为 20. 37 美元 ; 
利率 为 7. 48% ， 计 算 套 利 机 会 。 


注 7.1 

根据 定理 7. 1， 我 们 可 以 得 出 一 个 简单 但 重要 的 结论 ， 欧 式 看涨 期 权 
和 看 跌 期 权 的 价格 以 相同 的 方式 依赖 于 不 在 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平 价 关 
系 式 〈7. 1) 中 的 任意 变量 。 换 言 之 ， 价 差 不 取决 于 这 些 变量 。 例 如 ， 考 
虑 股票 的 期 望 收 益 ， 如 果 看 涨 期 权 的 价格 随 着 期 望 收 益 增长 ， 这 看 起 来 
与 直觉 一 致 ， 因 为 股票 价格 越 高 ， 意 味 着 看 涨 期 权 的 回报 越 高 ， 则 看 跌 
期 权 的 价格 也 应 该 增长 ， 而 后 者 与 通常 的 理解 矛盾 ， 因 为 股票 价格 越 高 ， 
看 路 期 权 的 回报 越 低 。 因 此 我 们 认为 ， 看 跌 期 权 和 看 涨 期 权 的 价格 与 股 
票 的 期 望 收益 无 关 。 当 在 第 8 章 中 推导 出 看 跌 期 权 和 看 涨 期 权 的 布莱克 - 
斯 科 尔 斯 公式 (Black-Scholes formula) 后 ， 就 可 以 看 到 情况 确实 如 此 。 


根据 本 节 开 始 时 的 论证 ， 我 们 可 以 把 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 写成 
如 下 形式 : 


CE 一 PE 一 Vx(0) (7. 4) 


式 中 ，Vx(0) 为 远 期 合约 多 头 的 价值 ， 见 式 (6. 10) 。 注意 ， 如 果 X 等 
于 资产 的 远 期 的 理论 价格 SCO)er7 ， 那么 远 期 合约 的 价值 为 零 ， 即 Vx(0) = 
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0, 于 是 C= PE。 式 〈7. 4) 允许 我 们 借助 于 在 注 6. 3 建立 的 关系 式 推 
广 看跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 ， 即 如 果 股 票 在 时 间 0 和 时 间 工 之 间 支 付 红 
利 , 那么 Vx(0) 二 SC(0) 一 divo 一 Xe ,这 里 divo 是 红利 的 现 值 。 由 此 可 
以 得 出 

CE 一 PE 一 SC0) 一 divo 一 Xe 和 C75 
如 果 红 利 是 以 支付 率 rs 连续 支付 ， 那么 Vx(0) 一 SCO)e "一 Xe "， 
于 是 

CE— PE= S(0)e srT— Xe "T 《7. 6) 


练习 7. 5 
给 出 式 (7.5) 的 概要 的 套利 证 明 。 


练习 7.6 
给 出 式 (7.6) 的 概要 的 套利 证 明 。 


练习 7.7 
利用 练习 6. 5 的 数据 ， 计 算 6 个 月 施 权 的 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 
的 施 权 价 ， 使 得 C 一 产 。 


我 们 对 于 美式 期 权 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 仅 给 出 一 个 估计 ， 而 不 
是 包括 看 跌 期 权 和 看 涨 期 权 价格 的 严格 等 式 。 


定理 7. 2 (看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 估计 ) 
具有 相同 的 施 权 价 X 和 相同 的 施 权 日 不 支付 红利 的 美式 股票 看 跌 
期 权 和 看 涨 期 权 的 价格 满足 


S(0) 一 Xe ">C*—P*>S(0)—X 
证 明 
假设 第 一 个 不 等 式 不 成 立 ， 即 
CA 一 P^A 一 S(0) 十 Xe ">0 
那么 可 以 卖 出 1 份 看 涨 期 权 ， 买 人 1 份 看 跌 期 权 和 1 股 股票 ， 利 用 货币 市 


场 融资 交易 。 如 果 美 式 看 涨 期 权 的 持 有 者 选择 在 时 间 上 委 工 施 权 ， 对 于 股票 
我 们 收 到 X 和 结 清 货币 市 场 头 寸 ， 结 束 看 跌 期 权 并 且 得 到 正 的 金额 ， 即 


X 十 (CA 一 PA 一 S(0))e 一 (Xe 十 CA 一 忆 一 SC0))er 
人 一 0 


如 果 看 涨 期 权 没有 被 执行 ， 我 们 可 以 通过 在 时 间 工 施 权 看 跌 期 权 ， 以 价 


格 X 卖 出 股票 ， 我 们 仍然 可 以 得 到 正 的 金额 ， 即 
X 十 (CA 一 P^ 一 S(0))e7>0 
现在 假设 
人 


在 这 种 情况 下 ， 我 们 可 以 卖 出 1 份 看 跌 期 权 ， 买 人 1 份 看 涨 期 权 ， 并 卖 

空 1 股 股票 ， 投 资 余额 于 货币 市 场 。 如 果 在 时 间 上 委 工 行使 美式 看 跌 期 

权 ， 那么 我 们 可 以 从 货币 市 场 提取 和 买 和 人 1 股 股 票 结 清 股 票 的 空头 头寸 。 

最 后 我 们 将 持 有 看 涨 期 权 和 一 个 正 的 金额 ， 即 
(—C*+P+S(0))e"—X>Xe"—X>0 

1 多 如果 看 跌 期 权 没 有 执行 ， 那么 我 们 可 以 在 时 间 人 执行 看 涨 期 权 ， 买 人 1 股 

结 清 股票 的 空头 头寸 。 结 清 货 币 市 场 头 寸 ， 最 后 我 们 得 到 正 的 金额 ， 即 

(—C*+P*+S(0))eT—X>XeT—X>0 


根据 无 套利 原则 ， 定 理 成 立 。 口 
练习 7.8 
修改 定理 7. 2 的 证 明 ， 对 于 股票 在 时 间 0 和 时 间 下 之 间 支 付 红 
利 的 情况 ， 证 明 


S(0)—Xe "Ct—PAS>S(0)—divo—X 
式 中 ，div 为 红利 在 时 间 0 的 折 现 值 。 
练习 7.9 
修改 定理 7. 2 的 证 明 ， 对 于 以 支付 率 ra, 连续 支付 红利 的 情况 ， 
证 明 
S(0)—Xe >C*—PAS>S(0)e-'sT—X 


7.3 ”期权 价格 的 边界 


首先 ， 我们 注意 到 ， 对 于 具有 相同 施 权 价 X 和 到 期 时 间 开 的 欧式 期 
权 和 美式 期 权 ， 显 然 


CSC*, PsPA CB 
这 两 个 不 等 式 成 立 ， 因 为 美式 期 权 至 少 给 出 了 与 欧式 期 权 同 样 的 权利 。 
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7 一 3 显示 的 是 股票 价格 状况 ， 在 这 个 状况 下 ， 在 时 间 工 施 权 ， 欧 式 
看 涨 期 权 的 回报 是 零 ， 而 美式 期 权 在 股票 价格 高 于 X 时 的 时 间 :二 工 执行 ， 
回报 是 正 的 。 然 而 ， 没 有 必要 把 不 等 式 〈7. 7) 用 严格 的 不 等 式 代替 ， 见 
7. 3. 2 节 ， 在 那里 我 们 将 对 不 支付 红利 资产 的 看 涨 期 权证 明 CE 一 CA。 
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图 7 一 3 美式 期 权 带 来 正 的 回报 ， 而 欧式 期 权 没有 回报 的 状况 








练习 7.10 
利用 套利 论证 证 明 式 (7. 7) 。 


男 外 ， 显 然 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 是 非 负 的 ， 因 为 这 种 期 权 在 
将 来 有 可 能 有 正 的 收益 但 没有 义务 。 因 此 


C0, PE>0 


类 似 地 ， 不 等 式 对 于 具有 更 高 价值 的 美式 期 权 成 立 。 实 际 上 ， 期 权 的 价 
格 几乎 总 是 正 的 ， 除 非 是 在 一 个 非常 特殊 的 情况 。 例 如 对 于 施 权 价 X = 
120 美元 ， 施 权 期 限 为 1 天 的 看 涨 期 权 ， 当 标的 股票 的 交易 价格 为 100 美 
元 ， 并且 当天 的 价格 变化 限制 在 土 10% 时 ， 期 权 的 价格 CE= 0。 

接 下 来 ， 我 们 将 讨论 欧式 期 权 和 美式 期 权 价格 的 更 简单 的 边界 。 这 
样 的 边界 的 优点 是 通用 的 《〈universal) ， 它 们 不 依赖 于 股票 价格 的 特殊 模 
型 ， 仅 由 无 套利 原则 就 可 得 出 。 


7.3.1 欧式 期 权 


我 们 将 建立 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 价格 的 上 界 和 下 界 。 


CE S(O0) 
如 果 相 反 的 不 等 式 成 立 ， 即 如 果 CF 宇 S(0)， 那 么 我 们 将 卖 出 期 权 并 上 且 购 买 


股票 ， 将 余额 投资 于 货币 市 场 。 在 施 权 日 T， 我 们 将 以 价格 min(S(T), X) 
卖 出 股票 结 清 看 涨 期 权 。 我 们 的 套利 利润 为 《CF 一 S(0))eT 十 min(S(T)， 


X) 二 0。 这 即 可 证 明 CF 二 SC(0)。 另 一 方面 , 我们 有 下 界 
156 S(0)—Xe "<C 


因为 PE 宇 0， 所 以 不 等 式 可 由 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平 价 公 式 直 接 得 出 。 
而 且 ， 因 为 Cs 一 SC0)， 由 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 公式 可 以 得 到 


Pee Mer 
因为 CE 宇 0， 由 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平 价 公 式 可 以 得 出 
—S(0)+Xe -二 PE 


我 们 将 这 些 结论 归纳 为 如 下 命题 ， 并 在 图 7 一 4 中 画 出 其 边界 和 相应 的 期 
权 价格 区 域 。 





图 7 一 4 欧式 看 涨 和 看 跌 期 权 的 价格 边界 


命题 7.3 
不 支付 红利 的 股票 的 欧式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 满足 不 等 式 


max{0，S(0) 一 Xe 过 CE 一 S(C0) 
max{0, 一 S(0) 十 Xe 去 PE 一 Xe 


对 于 支付 红利 的 股票 ， 其 边界 为 


max{(0，S(0) 一 divo 一 Xe 了) 过 CE 一 SC0) 一 divo 
max{t0s 一 SC0) 十 di 十 Xe 坟 Pr Xe 


练习 7. 11 
对 于 支付 红利 的 股票 ， 证 明 命题 7. 3 的 期 权 价格 的 边界 。 


练习 7. 12 
157 对 于 支付 红利 的 股票 ， 画 出 由 边界 确定 的 价格 区 域 。 


7. 3.2 不 支付 红利 的 股票 的 欧式 看 涨 期 权 和 美式 看 涨 期 权 


考虑 具有 相同 施 权 价 X 和 施 权 日 T 的 欧式 看 涨 期 权 和 美式 看 涨 期 


rr 
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权 ， 我 们 已 知 C* 宇 CE， 因 为 与 欧式 期 权 相 比 ， 美 式 期 权 给 出 的 权利 更 
多 。 如 果 标 的 股票 不 支付 红利 ， 根 据 命题 7.3， 有 C* 宇 S(0) 一 Xe "7。 
由 此 得 出 ， 如 果 二 0， 则 CA 二 SC(0) 一 X。 因 为 在 时 间 0， 美 式 期 权 的 价 
格 高 于 回报 ， 所 以 宁可 卖 出 而 不 在 时 间 0 施 权 。 

选择 0 作为 发 生 套利 的 开始 时 间 是 武断 的 做 法 。 通 过 用 任意 给 定 的 
ti 一 工 代替 0， 我 们 将 证 明美 式 期 权 不 可 能 在 时 间 上 施 权 ， 这 意味 着 在 到 
期 之 前 不 会 被 施 权 ， 这 样 它 应 该 等 同 于 欧式 期 权 。 特 别 地 ， 它 们 的 价格 
应 该 是 相等 的 ， 这 引出 了 如 下 定理 。 


定理 7.4 

当 两 个 期 权 的 施 权 价 X 和 到 期 时 间 T 相同 时 ， 不 支付 红利 的 股票 的 
欧式 看 涨 期 权 和 美式 看 涨 期 权 的 价格 是 相等 的 ， 即 C^= CE 。 

证 明 

我 们 已 经 知道 C* 宇 CE， 参 见 式 (7.7) 和 练习 7. 10。 如 果 CA 二 CE， 
则 卖 出 美式 看 涨 期 权 ， 买 人 欧式 看 涨 期 权 ， 以 利率 > 投资 金额 C^ 一 CE。 
如 果 美 式 看 涨 期 权 在 时 间 : 委 工 施 权 ， 则 借入 1 股 股票 以 价格 X 卖 出 ， 结 
清 卖 出 看 涨 期 权 的 义务 ， 以 利率 + 投资 XX。 那么 在 时 间 工 ， 可 以 利用 欧式 
期 权 以 价格 X 买 入 1 股 股票 ， 结 清 股票 空头 头寸 。 套 利 利润 将 为 C* 一 
CD)e 十 Xe 2 一 X 过 0。 如 果 美 式 期 权 没有 被 执行 ， 则 结 清 欧 式 期 权 ， 
套利 利润 为 (C* 一 CF)e 7 二 0。 这 证 明了 CA 一 CE 。 国 


定理 7. 4 乍 看 起 来 似乎 与 直觉 矛盾 。 如 果 SCz) 之 X， 在 时 间 :一 工 施 
权 ， 美 式 看 涨 期 权 可 以 获 利 SC2) 一 X， 欧 式 看 涨 期 权 不 可 能 在 时 间 :十 
施 权 ， 因 此 ， 可 能 会 认为 与 欧式 看 涨 期 权 相 比 ， 美 式 看 涨 期 权 的 价值 更 
高 。 不 过 ， 这 并 不 矛盾 。 尽 管 欧式 看 涨 期 权 不 可 能 在 时 间 :二 全 施 权 ，, 但 
它 至 少 可 以 以 不 低 于 SG) 一 X 的 价格 卖 出 。 

对 于 支付 红利 的 股票 ， 情 况 有 所 不 同 。 第 8 章 中 的 例 8. 2 给 出 ， 在 
这 种 情况 下， 美式 看 涨 期 权 的 价值 高 于 相同 条 件 的 欧式 看 涨 期 权 的 价值 ， 
并 且 会 在 到 期 日 之 前 被 施 权 ， 至 少 在 某 些 状况 下 如 此 。 

男 一 方面 ， 经 常会 发 生 美式 看 跌 期 权 提 前 施 权 的 情况 ， 尽 管 标的 股 
票 不 支付 红利 ， 见 例 7. 2。 


例 7.2 

假设 股票 的 价格 为 10 美元 ;1 年 到 期 的 美式 看 跌 期 权 的 施 权 价 为 80 
美元 ; 利率 为 16%。 现 在 施 权 ， 持 有 者 可 以 得 到 70 美元 。 将 70 美元 以 
16% 利 率 投资 1 年 以 后 ， 可 以 获得 81. 20 美元 。 而 看 跌 期 权 的 价值 不 可 
能 超过 施 权 价 ， 见 式 (7. 8) ， 于 是 持 有 者 会 决定 提前 施 权 。 





7.3.3 美式 期 权 
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136 > vosesnacsssas 


首先 我 们 考虑 不 支付 红利 的 股票 的 期 权 。 在 这 种 情况 下 ， 美 式 看 涨 
期 权 的 价格 等 于 欧式 看 涨 期 权 的 价格 ， 即 C^* 王 C， 见 定理 7.4， 于 是 一 
定 满足 与 命题 7. 3 相同 的 边界 条 件 。 对 美式 看 跌 期 权 ， 有 


—S(0)+X< PA 


因为 P^ 不 可 能 小 于 期 权 在 时 间 0 的 回报 。 这 就 给 出 了 一 个 比 欧 式 期 权 更 
低 的 下 界 ， 而 美式 看 跌 期 权 的 上 界 与 欧式 看 跌 期 权 相 比 更 宽松 ， 即 


RAR (7. 8) 


实际 上 ， 如 果 P* 宇 X， 则 存在 下 面 的 套利 策略 : 以 价格 P* 卖 出 美式 看 
跌 期 权 ， 将 得 到 的 金额 以 利率 投资。 如 果 在 时 间 :十 施 权 ， 那么 以 价 
格 X 买 人 1L 股 标的 股票 ， 然 后 以 价格 S(z) 卖 出 ， 最 后 的 现金 余额 将 是 
正 的 ， 即 PYe” 一 X 十 S(z) 盖 0。 如 果 期 权 一 直 没 施 权 ， 最 终 的 现金 余额 
仍然 是 正 的 ， 即 P^e 之 0。 我 们 将 这 些 结论 概括 如 下 。 


命题 7.5 
不 支付 红利 的 股票 的 美式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 满足 如 下 不 等 式 


max{0, S(0)— Xe }<C*<S(0) 
max{0, —S(0) 十 X} 夺 PA<X 


下 面 我 们 考虑 支付 红利 的 股票 的 情形 。 欧 式 期 权 的 下 界 暗含 SC0) 一 
divo 一 Xe-"T 之 CEC 和 一 S(0) 十 div 十 Xe 过 PE 二 PA。 但 是 因为 美 
式 期 权 的 价格 在 任何 时 间 都 不 能 小 于 它 的 回报 ,我 们 还 有 S(0) 一 X 扫 CA 
和 XX 一 S(0) 三 PA*。 而且， 对 于 不 支付 红利 的 股票 ， 用 同样 的 方法 可 以 得 
到 上 界 C* 过 SC(0), PA 一 XX。 我 们 将 所 有 这 些 不 等 式 总 结 如 下 对 于 支付 
红利 的 股票 ， 

max{(0，S(C0) 一 divo 一 Xe - 工 ,，S(0) 一 X)} 委 CA 一 SC0) 
max{0， 一 S(0) 十 div 十 Xe- 了 ,一 SC(0) 十 X)} 雪 PA 一 X 


练习 7. 13 
对 于 支付 红利 的 股票 ， 用 套利 论证 证 明 CA 一 S(C0) 。 


金融 学 译 从 ， 金融 数学 


7.4 决定 期 权 价 格 的 变量 


期 权 的 价格 取决 于 一 些 变量 ， 这 些 变 量 可 能 是 描述 期 权 的 变量 一 一 
例如 施 权 价 X、 到 期 日 工 ， 描 述 标的 资产 的 变量 一 一 例如 SC0) 和 红利 支 
付 率 rav， 以 及 与 市 场 有 关 的 变量 一 一 例如 无 风险 利率 r+， 当然 还 有 交易 
时 间 z。 

我 们 将 期 权 价 格 作 为 一 个 变量 的 函数 进行 分 析 ， 其 他 变量 保持 不 变 。 
这 是 有 效 的 简化 ， 因 为 ， 一 般 说 来 ， 一 个 变量 的 变化 会 伴随 着 某 些 变量 
或 者 所 有 其 他 变量 变化 。 尽 管 如 此 ， 这 种 简化 的 情况 会 提供 有 意义 的 
结论 。 


7.4.1 欧式 期 权 
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对 施 权 价 的 依赖 性 。 我 们 将 考虑 标的 资产 相同 、 施 权时 间 工 相 同 ， 
但 施 权 价 X 的 值 不 同 的 期 权 。 为 强调 取决 于 X， 我 们 将 看 涨 期 权 和 看 跌 
期 权 的 价格 分 别 表 示 为 CE(X) 和 PE(X) 。 其 余 变 量 ， 如 到 期 日 工 、 交 易 
时 间 上 和 标的 资产 价格 SC0) 暂时 保持 不 变 。 


命题 7.6 
如 果 XX 一 X“， 则 
CN I EC CR 
PE(X’)<PECX’”) 
这 意味 着 ，CF(X) 为 X 的 非 增 函 数 ，PE(X) 为 X 的 非 减 函数 。 
这 些 不 等 式 是 明显 成 立 的 。 与 较 高 价格 的 买 权 相 比 ， 较 低 价格 的 买 


权 更 有 价值 。 类 似 地 ， 与 以 较 低 的 价格 卖 出 资产 相 比 ， 以 较 高 的 价格 卖 
出 资产 更 好 。 


练习 7. 14 
给 出 命题 7. 6 中 的 不 等 式 的 严格 的 套利 证 明 。 


命题 7.7 
如 果 X 一 X“， 则 





138 je 


CE(X') 一 CE(X7) Ze TK’—X') 
PECXRD—PECX IEe TR XD 
证 明 
由 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平 价 公 式 (7. 1)， 有 
人 (OO) 一 (7 一 S00) 一 逐 e- 
CE(X 7) 一 PE(X7) = S(0)—X’e"T 
161 两 式 相 减 ， 我 们 可 以 得 到 
(CE(X')—CE(X”)) + PECX’)— PECX)) = (X”— X') eT 
因为 根据 命题 7. 6， 左 边 两 项 是 非 负 的 ， 其 中 的 任何 一 项 都 不 可 能 超过 
右边 。 口 


注 7.2 
不 等 式 的 数学 意义 是 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 作为 施 权 价 的 函数 ， 
满足 具有 常数 e -了 一 1 的 利 普 希 茨 条 件 (Lipschitz condition) ， 即 
|CE(X”)—CECX') |<e "TIX’—X"| 
|PE(X’”)— PE(X’) |e "7T|X’—X"| 
特别 地 ， 期 权 价格 作为 施 权 价 的 函数 图 形 的 斜率 小 于 45°。 对 于 看 涨 期 
权 ， 如 图 7 一 5 所 示 。 


CE(XY) 








图 7 一 5 ”看涨 期 权 价 格 Cz(X) 的 利 普 希 茨 性 质 


命题 7.8 
假设 X 二 X”, ucE(0，1)， 则 


CE(aX’ 二 (1—a)X’”) aCE(X')+(1—a)CE(X’”) 
PE(aX’+(1—a)X’”) aPE(X')+(1—a) PE(X7) 


换言之 ,CF(X) 和 PE(X) 为 X 的 凸 函数 。 
证 明 
为 简单 起 见 ， 我 们 令 久 ==aX' 十 (1 一 a)X”。 假 设 


CE(X) 二 caCE(X') 十 (1 一 c)CECX2) 


金融 学 译 从 - 金融 数学 
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TI63 


我 们 卖 出 1 份 施 权 价 为 X 的 期 权 ， 买 和 人 a 份 施 权 价 为 X' 的 期 权 和 (1 一 a) 
份 施 权 价 为 X” 的 期 权 ， 将 余额 CE(X) 一 (aCE(X') 十 (1 一 a)CE(X”)) 二 0 
进行 无 风险 投资 。 在 到 期 日 ， 如 果 以 施 权 价 X 执行 期 权 ， 我 们 得 到 回报 
(S(T 一 X)*。 执 行 a 份 施 权 价 为 X 的 看 涨 期 权 和 (1 一 c) 份 施 权 价 为 
X 的 看 涨 期 权 ， 我 们 将 得 到 金额 (SCT) 一 X)+ 十 (1 一 CSCT) 一 X)+ 。 
由 如 下 的 不 等 式 我 们 可 以 得 到 套利 利润 〈 详 细 证 明 留 给 读者 ， 见 练习 
7. 15) ， 


(SCT) 一 X)+ 委 ac(SCT) 一 X)+ 十 (1 一 xc)(SCT) 一 XI+ (7.9) 


看 跌 期 权 的 凸 性 可 利用 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 公式 (7.1) 得 出 。 
另外 ， 对 于 看 涨 期 权 ， 用 类 似 思路 可 以 给 出 套利 论证 。 口 


练习 7. 15 
证 明 不 等 式 (7. 9) 。 


注 7.3 

根据 命题 7.8，CE(X) 和 PE(X) 为 X 的 凸 函 数 。 在 几何 意义 上 ， 
这 意味 着 ， 如 果 通 过 函数 图 形 上 的 两 点 连接 直线 ， 两 点 之 间 的 函数 图 形 
位 于 直线 的 下 方 。 对 于 看 涨 期 权 ， 如 图 7 一 6 所 示 。 


C(X) 














Pa J BE Ts 


图 7 一 6 看 涨 期 权 价格 CF(X) 的 凸 性 


对 标的 资产 价格 的 依赖 性 。 标 的 资产 的 当前 价格 SC0) 由 市 场 决定 ， 
它 不 可 能 改变 ， 而 我 们 可 以 考虑 由 价值 为 S= zxS(0) 的 z 股 股票 构成 的 
资产 组 合 的 期 权 。 施 权 价 为 X， 在 时 间 工 被 施 权 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 
的 回报 为 (zS(T) 一 X)*+; 看跌 期 权 的 回报 为 〈X 一 zxSCT))+ 。 我 们 将 
研究 期 权 价格 对 S 的 依赖 性 ， 假 设 其 余 变量 是 固定 的 。 我 们 将 用 CE(S) 
和 P*(S) 表示 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 。 


注 7.4 

尽管 股票 资产 组 合 期 权 的 实际 意义 很 小 ,但 是 函数 CE(S) 和 PE(S) 
是 重要 的 ， 因 为 它们 可 以 反映 在 其 他 变量 几乎 不 变 的 情形 下 ， 标 的 资产 
价格 的 突然 变化 对 期 权 价 格 的 影响 。 





命题 7.9 
如 果 S' 二 S”， 那 么 
CE(S’) CE(S’) 
PE(S’) 宇 PE(S’”) 
即 C*(S) 为 S 的 非 减 函数 ，PE(S) 为 S 的 非 增 函 数 。 
证 明 
对 某 个 S' 二 S”, 假设 CE(S') 汪 CE(S”), 其 中 S'=zx'S(0),，S”= 
Xx”S(0) 。 我 们 可 以 卖 出 x 人 份 股份 构成 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 买 人 zx” 份 
股份 构成 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 这 两 个 期 权 具 有 相同 的 施 权 价 X 和 施 
权时 间 工 ， 我 们 将 余额 CE(S') 一 CE(S”) 进行 无 风险 投资 。 因 为 x 二 zx”， 
回报 满足 (x'S(T) 一 X)+ 志 (zx”S(T) 一 X)+。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 工 
施 权 ， 我 们 可 以 行使 另 一 个 的 期 权 履 行 义务 并 将 得 到 套利 利润 。 
利用 类 似 的 套利 论证 可 以 得 出 看 跌 期 权 的 不 等 式 。 口 


练习 7. 16 
证 明 命题 7. 9 中 对 于 看 跌 期 权 的 不 等 式 。 


命题 7. 10 

假设 S 一 S ， 则 
Cs(S ) 一 CE(CS ) 委 SS 一 S/ 
PE(S’)—PE(S’)<S’—S’ 

164 证 明 

我 们 利用 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 公式 (7. 1) 
CE(S”)—PE(S’) 一 S "一 Xe-77 
CE(S ) 一 PE(S') 一 S 一 Xe- 

两 式 相 减 ， 得 到 

(CE(S")—CE(S'))+(PE(S’)—PE(S’)) 一 S 一 S/ 


根据 命题 7. 9， 左 边 的 两 项 都 是 非 负 的 ， 于 是 它们 之 中 的 任意 一 项 都 不 超 
过 右边 。 口 


注 7.5 

根据 命题 7. 10， 连 接 作为 S 的 函数 的 看 涨 期 权 或 看 跌 期 权 价 格 曲线 
上 的 两 点 ， 直 线 的 斜率 小 于 45"。 对 于 看 涨 期 权 ， 如 图 7 一 7 所 示 。 换 言 
之 ， 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 CE(S) 和 PE(S) 满足 具有 常数 1 的 利 


140 估 二 两 池 评 次 -全 十 世 训 
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普 希 茨 条 件 ， 


|CE(S) 一 CE(S |1S’—S’| 
|PE(S) 一 PE(S 1 过 1S 一 S | 


Cs(S) 





图 7 一 7 看 涨 期 权 价 格 CF(S) 的 利 普 希 茨 性 质 


命题 7. 11 
假设 S 一 S ”， aE(0， Tis 则 


CE(aS’ 二 (1 一 a)S”) aCE(S’) 二 (1—a)CE(S’”) 
PE(aS’+(1—a)S”) <aPE(S’)+(1—a) PE(S’”) 
这 意味 着 ， 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 为 S 的 凸 函 数 。 
证 明 
为 简单 起 见 , 令 S==aS' 十 (1 一 a)S”。 假设 S 一 zS(0O)，S 一 zS(CO)， 
S 二 xS(0), 于 是 z= 二 az’ 十 (1 一 g)zx”。 假 设 
CE(S) >aCE(S’)+(1—a)CE(S’”) 
我 们 卖 出 zx 股 构 成 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 买 人 a 份 z' 股 构成 的 资产 
组 合 的 看 涨 期 权 和 “(1 一 a) 份 x 股 构 成 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 将 余 
额 CE(S) 一 aCE(S') 一 (1 一 ga)CE(S”) 进行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 
在 时 间 工 施 权 ， 那 么 ， 我 们 必须 支付 (zSCT) 一 X)*r 。 为 履行 这 个 义务 ， 
我 们 会 将 其 他 期 权 施 权 。 因 为 
(zS(T) 一 X)+ 生 ua(z'S(T) 一 X)+ 十 (1 一 a)(z%S(T) 一 X)+ 


这 是 一 个 套利 策略 。 
类 似 地 ， 利 用 套利 论证 或 者 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 可 以 证 明 看 跌 
期 权 的 不 等 式 。 口 
7.4.2 美式 期 权 


一 般 说 来 ， 美 式 期 权 与 其 相应 的 欧式 期 权 的 性 质 类 似 。 困 难 之 一 是 ， 
看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 不 成 立 。 我 们 仅 有 定理 7. 2 较 弱 的 估计 。 另 外 ， 





我 们 必须 考虑 提前 执行 的 可 能 性 。 
对 施 权 价 的 依赖 性 。 我 们 用 CA(X) 和 PA(X) 表示 看 涨 期 权 和 看 跌 


期 权 的 价格 ， 是 为 了 强调 依赖 于 X， 其 他 变量 是 固定 的 。 
依据 与 欧式 期 权 同样 的 理由 ， 如 下 的 命题 是 明显 成 立 的 。 较 高 的 施 
权 价 对 于 买 权 来 说 价值 较 小 ， 对 于 卖 权 来 说 价值 较 大 。 


命题 7.12 

如 果 X 二 X”， 则 
CHR SE 
PA(X’)<PA(X”) 


练习 7.17 
给 出 命题 7. 12 的 严格 的 套利 证 明 。 


命题 7. 13 
166 假设 X 二 X”， 则 
GX)— OCX ZR 
PA(X”)—PA(X')<X"—X’ 
证 明 
假设 X 二 X”, 但 CX) 一 CA(X”) >X 一 各 我 们 卖 出 施 权 价 为 
X 的 看 涨 期 权 ， 买 人 施 权 价 为 xX” 的 看 涨 期 权 ， 将 余额 C*(X’) 一 CA(X”) 
进行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 :过 荆 施 权 ， 我 们 将 支付 (S(z) 一 
X')+ 。 另 外 的 期 权 立 刻 行 权 ， 我 们 得 到 〈SCDD) 一” )。 注 意 
(S(b) 一 0)+ 一 (SG 一 X + 之 一 (X7 一 X) 


加 上 无 风险 投资 总 量 大 于 X” 一 X ， 我 们 就 可 以 得 到 正 的 金额 ， 这 实际 上 


就 是 套利 利润 。 
看 跌 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


定理 7. 14 
假设 be 令 aE(0， ]7， 则 


CCoX 十 (1 一 OOXX) 入 aCACX') 十 (1 一 cJCACX2) 
PoX 十 (1 一 oOX <cPECX') 十 (1 一 c)PACX7) 
证 明 
为 简单 起 见 ， 我 们 令 X 一 <X' 十 (1 一 c)X“。 假 设 
CCX) >>aC4A(CX') 十 (1 一 ac)CACX2) 
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我 们 卖 出 1 份 施 权 价 为 X 的 期 权 ， 买 人 c 份 施 权 价 为 XX 的 期 权 和 (1 一 a) 
份 施 权 价 为 X” 的 期 权 ， 将 余额 进行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 被 施 
权 ， 则 我 们 将 持 有 的 两 个 期 权 施 权 ; 如 果 卖 出 的 期 权 一 直 没 被 施 权 ， 我 
们 不 必 做 任何 事情 。 按 这 种 方法 ， 我 们 将 实现 套利 ， 因 为 


(S()—X)tSalS)—X)++1—a) (SH —X)t 
看 跌 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


对 标的 资产 价格 的 依赖 性 。 首 先 ， 我 们 考虑 x 股 的 资产 组 合 的 期 权 。 
这 个 资产 组 合 的 美式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 用 C^(S) 和 PA(S) 
表示 ， 其 中 S 二 xzS(0) 为 资产 组 合 的 价值 ， 其 余 的 变量 保持 不 变 。 在 
时 间 t:， 对 看 涨 期 权 的 回报 为 (zxS(z) 一 XX)+; 对 看 跌 期 权 的 回报 为 
(X—zS(2))+, 


命题 7. 15 
如 果 S 一 S"， 则 
CA(S') 扫 CA(S7) 
PA(S') 二 PA(S) 
证 明 
假设 对 某 个 S 天 S$"， 有 CA(S') >CA(S7)， 其 中 S 一 zS(0)，S 一 
ZX”S(0)。 我 们 可 以 卖 出 zx' 股 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 买 人 zx“ 股 资产 组 合 的 
看 涨 期 权 ， 这 两 个 期 权 的 施 权 价 X 和 到 期 日 本 相同 。 将 这 些 交 易 的 余额 
C*(S') 一 C*(S”) 进 行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 上 近代 被 施 权 ， 
则 我 们 可 以 将 男 一 个 期 权 立 刻 施 权 懂行 义务 。 因 为 x' 二 x”， 回 报 满足 
(zx'S(1) 一 X)+ 达 (zx“S(1) 一 X)+ 。 因 此 ， 这 个 策略 提供 了 一 个 套利 机 会 。 
看 跌 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


命题 7. 16 

假设 S 一 S$"， 则 
CA(S7) 一 CA(S 0) 二 S 一 S/ 
Ps(S')—PA(S”)<S’—S’ 

证 明 

看 涨 期 权 的 不 等 式 可 由 定理 7. 4 和 命题 7. 10 得 出 。 

对 于 看 跌 期 权 ， 假 设 P*(S') 一 PA(S”) 汪 >S” 一 S' 对 某 个 S’ 二 S 成 立 ， 
其 中 S' 二 x'S(0)，S” 二 XS(0)。 我 们 买 人 一 zx >0 股 股 票 ， 买 人 xz? 股 
资产 组 合 的 看 跌 期 权 ， 并 卖 出 x 股 资产 组 合 的 看 跌 期 权 ， 这 两 个 期 权 的 
施 权 价 X 和 到 期 日 相同 。 这 些 交易 的 余额 一 (S” 一 S') 一 PA(S”) 十 
Ps(S') 二 0。 如 果 zx 股 看 跌 期 权 的 持 有 者 选择 在 时 间 : 志 荆 施 权 ， 我 们 将 
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Was 


支付 (X 一 zx"S(z))*+ 。 利 用 卖 出 x” 一 zx 人 股 股票 和 在 时 间 z 施 权 zx“ 股 资产 
组 合 的 期 权 ， 我们 的 所 得 足以 懂行 这 个 义务 ， 


(x —z)S()+X—LS + KX—zrS0))+ 


这 是 因为 z 宇 zx’。 如 果 z' 股 资产 组 合 的 看 跌 期 权 一 直 没 有 施 权 ， 我 们 不 
必 采 取 任 何 行动 。 在 任何 情况 下 ， 原 来 的 利润 及 利息 归 我 们 所 有 ， 产 生 
一 个 套利 机 会 。 口 


命题 7. 17 
假设 S 二 S”, 令 cE(0，1)， 则 
Ch (aS’+(1—a)S’)<aCs(S’) + (1—a) CS”) 
P*(aS’+(1—a)S’) <aPs(S’)+(1—a) PA(S’) 
证 明 
令 S=aS' 十 (1 一 a)S”,S’ = x/S(0)， S”=7zS(0), S$= zxS(0), 
假设 
C^(S) >aC*(S’)+(1—a)CA(S’) 


我 们 可 以 卖 出 工 股 股票 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 买 人 并 股 资产 组 合 的 看 涨 其 
权 和 z 股 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 所 有 这 些 期 权 具 有 相同 的 施 权 价 X 和 到 期 
日 T。 将 这 些 交 易 的 余额 CA(S) 一 xcCA(S ) 一 (1 一 c)CA(S7) 投资 于 无 风 
险 资产 。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 二 人 工 施 权 ， 我 们 必须 支付 (zxS(7) 一 
X)”， 其 中 工 一 az' 十 (1 一 oz， 我 们 可 以 将 其 他 两 个 期 权 施 权 ， 履 行 这 
个 义务 。 这 是 一 个 套利 策略 ， 因 为 


(TS(D TX) SarS)—X) t+ oa) (SC — xX)+ 
看 哄 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


对 到 期 时 间 的 依赖 性 。 对 于 美式 期 权 ， 我 们 也 可 以 建立 期 权 价格 
对 到 期 时 间 依赖 性 的 一 般 公 式 。 为 强调 对 时 间 工 的 依赖 性 ， 我 们 把 
美式 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价格 写 为 C*(T) 和 PA(T)， 假设 其 他 变量 
是 固定 的 。 


命题 7. 18 
如 果 工 二 TY， 则 
GTO< CT 
PA(T“) 二 PaA(T2) 
证 明 
假设 CA(T) 之 CA(T2)， 我 们 卖 出 在 时 间 工 ' 到 期 的 期 权 ， 买 人 具有 
相同 施 权 价 的 在 时 间 T” 到 期 的 期 权 ， 将 余额 投资 于 无 风险 资产 。 如 果 卖 
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出 的 期 权 在 时 间 :三 T' 被 施 权 ， 我 们 可 以 立即 施 权 其 他 期 权 履行 义务 。 
投资 于 无 风险 资产 的 正 的 余额 C*(T') 一 C*(T”) 二 0 为 套利 利润 。 
看 跌 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


7.5 期 权 的 时 间 价值 
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我 们 经 常 使 用 如 下 的 方便 的 术语 。 我 们 说 在 时 间 上 施 权 价 为 X 的 看 
涨 期 权 是 

9 币 内 的 ， 如 果 SC 二 Xi 

@ 币 上 的 ， 如 果 SC) 一 Xi 

@ 币 外 的 ， 如 果 SC) 二 X。 

类 似 地 ， 对 于 看 跌 期 权 ， 我 们 说 它 是 

9 币 内 的 ， 如 果 S(z) 一 X， 

@ 币 上 的 ， 如 果 SG) = 二 XX， 

e@ 币 外 的 ， 如 果 S(7) 二 和 X。 

尽管 不 太 精 确 ， 但 使 用 术语 极 币 内 (deep in the money) 和 极 币 外 
(deep out the money) 还 是 很 方便 的 ， 这 意味 着 不 等 式 两 边 的 差 是 相当 
大 的 。 

美式 币 内 期 权 如 果 施 权 可 以 立即 得 到 正 的 回报 ， 而 美式 币 外 期 权 则 
不 一 定 。 我 们 对 于 欧式 期 权 采 用 相同 的 术语 ， 尽 管 它们 的 含义 不 同 : 即 
使 期 权 在 当前 是 币 内 的 ， 在 施 权 日 ， 回 报 可 能 会 变 为 零 。 与 盈利 性 资产 
相 比 ， 欧 式 币 内 期 权 的 回报 不 一 定 更 多 。 


定义 7.1 
在 时 间 :三 T， 施 权 价 为 X 的 期 权 的 内 在 价值 为 (S(7) 一 X)+ ; 施 权 
价 相同 的 看 跌 期 权 的 内 在 价值 为 〈X 一 SCt))+ 。 


我 们 可 以 看 出 ， 币 外 期 权 和 币 上 期 权 的 内 在 价值 为 零 ; 币 内 期 权 的 
内 在 价值 是 正 的 ; 在 到 期 日 期权 的 价格 与 其 内 在 价值 一 致 。 由 于 有 将 
来 获 利 的 可 能 性 ， 美 式 期 权 在 到 期 日 之 前 的 价格 可 以 大 于 其 内 在 价值 ; 
欧式 期 权 在 它 施 权 之 前 的 价格 可 以 大 于 或 者 小 于 其 内 在 价值 。 


定义 7.2 
期 权 的 时 间 价 值 是 期 权 价值 和 内 在 价值 之 差 ， 即 


CE(1) 一 (S(t) 一 了 X)1+ ,对 于 欧式 看 涨 期 权 
PE(1) 一 (X 一 S(z))+ ,对 于 欧式 看 跌 期 权 


了 3 了 
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CS*(1) 一 (S(z) 一 XX)1+， 对 于 美式 看 涨 期 权 
P*(1) 一 (X 一 S(1))+, 对 于 美式 看 跌 期 权 


例 7.3 
我 们 研究 某 些 有 代表 性 的 数据 。 假 设 股票 当前 价格 为 每 股 125. 23 美 
元 ， 考 虑 如 下 情况 : 


内 在 价值 时 间 价 值 
看 涨 期 权 | 看 跌 期 权 | 看 涨 期 权 | 看 跌 期 权 | 看 涨 期 权 


15. 23 0. 00 3.17 2. 84 18. 40 
5. 23 0. 00 7. 04 6. 46 12.27 
0.00 5. 23 6. 78 4. 41 6.78 9. 64 


施 权 价 为 110 美元 的 美式 看 涨 期 权 是 币 内 的 ， 其 内 在 价值 为 15. 23 
美元 。 一 般 说 来 ， 因 为 期 权 可 能 立即 执行 ， 所 以 期 权 的 价值 至 少 等 于 内 
在 价值 。 由 于 有 将 来 获 利 的 可 能 性 ， 所 以 看 涨 期 权 的 价格 大 于 其 内 在 价 
值 。 另 一 方面 ， 施 权 价 为 110 美元 的 看 跌 期 权 是 币 外 的 ， 其 内 在 价值 为 
零 。 由 于 有 将 来 获 利 的 可 能 性 ， 所 以 看 跌 期 权 的 价格 全 部 是 正 的 。 其 他 
施 权 价 的 类 似 的 关系 也 可 以 在 表 中 看 出 。 
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作为 S 的 函数 的 欧式 看 涨 期 权 的 时 间 价 值 如 图 7 一 8 所 示 。 它 永远 不 
可 能 是 负 的 ， 并 且 对 于 S 的 相当 大 的 值 ， 它 大 于 X 一 Xe-"7， 这 是 可 以 由 
不 等 式 C5(S) 宇 S 一 Xe-"T 得 出 ， 见 命题 7. 3。 


CS) 和 (S-X): 


CS)- (S-X) 








7 一 8 ”欧式 看 涨 期 权 的 时 间 价值 CF(S) 一 (S 一 X)+ 


欧式 看 跌 期 权 的 市 场 价值 可 以 小 于 其 内 在 价值 ， 即 时 间 价 值 可 以 是 
负 的 ， 如 图 7 一 9 所 示 。 只 有 看 跌 期 权 是 币 内 的 ， 即 S 二 X (并 且 是 极 币 
内 的 )， 才 可 能 是 这 种 情形 。 


PE(S) 和 (X-S) PS)- (X-S) 





Xx 


图 7 一 9 欧式 看 跌 期 权 的 时 间 价值 PF(S) 一 (X 一 S)+ 
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因为 欧式 期 权 必 须 到 到 期 日 工 才能 实现 回报 ， 在 此 期 间 ， 股 票 上 涨 
超过 X 的 风险 是 应 当 考 虑 的 ， 这 会 减少 期 权 的 价值 。 

美式 看 涨 期 权 的 时 间 价 值 与 欧式 看 涨 期 权 的 时 间 价值 相同 〈 如 果 不 
支付 红利 )， 可 以 参见 图 7 一 8。 美 式 看 跌 期 权 的 时 间 价 值 如 图 7 一 10 
所 示 。 


PA(S) 和 (X-SY PS)- (X-S) 


XxX xX 
图 7 一 10 美式 看 跌 期 权 的 时 间 价 值 C*(S) 一 (S 一 X)+ 
图 一 图 一 和 图 7 一 10 还 表明 了 如 下 结论 。 


命题 7. 19 

对 于 任意 的 、 施 权 价 为 X 的 欧式 或 者 美式 看 涨 期 权 或 者 看 跌 期 权 ， 
在 S 二 XX 时 ， 时 间 价 值 达到 最 大 值 。 

证 明 

我 们 现在 论证 欧式 看 涨 期 权 的 情况 。 当 S 三 XX 时， 期 权 的 内 在 价值 为 

172 ” 零 。 因 为 根据 命题 7.9，CE(S) 为 S 的 增 函 数 ， 这 意味 着 当 S 委 X 时 ， 时 

间 价 值 为 S 的 增 函 数 。 另 一 方面 ， 根 据 命题 7. 10， 对 于 任意 的 S' 二 S”， 
CE(S”) 一 CE(S') 过 S$S” 一 S'。 由 此 得 出 如 果 XS' 二 S”，CE(S”) 一 (S” 一 
X)+ 达 CE(S') 一 (S' 一 X)+ ， 这 意味 着 当 S 宇 X 时， 时 间 价 值 为 S 的 减 函 
数 。 因 此 时 间 价 值 在 S= X 达到 最 大 值 。 

其 他 期 权 的 证 明 类 似 。 口 


练习 7. 18 
对 于 看 跌 期 权 ， 证 明 命题 7. 19。 
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了 ?4 


对 于 以 股票 S 为 标的 资产 的 欧式 衍生 证 券 或 者 未 定 权益 ， 我 们 指定 
一 个 形式 为 D(T) = f(S(T)) 的 随机 变量 ， 其 中 f 为 给 定 的 函数 ， 称 为 
回报 函数 。 回 报 函 数 是 欧式 看 涨 期 权 的 f(S) = (S 一 X)+ 和 看 跌 期 权 的 
了 (S) 二 (X 一 S) 或 远 期 合约 的 FS) 二 S 一 X (对 多 头头 寸 ) 直接 的 推广 。 

基于 复制 期 权 的 回报 ， 我 们 已 经 论述 了 单 期 期 权 定价 的 基本 方法 
( 见 1.6 节 )。 毫 不 奇怪 ,这 个 思想 可 以 扩展 到 建立 在 单 期 二 状态 树 块 基 
础 上 的 一 般 的 二 叉 树 模型 。 在 本 章 中 ， 我 们 的 主要 任务 是 进行 这 个 扩展 。 


定理 8. 1 

假设 对 任意 未 定 权益 D(T) 存在 一 个 复制 策略 ， 即 存在 一 个 可 允许 
的 策略 z(t)，y(z)， 其 价值 V(T) = DC(T)， 那 么 未 定 权 益 在 时 间 0 的 价 
值 一 定 等 于 复制 策略 在 时 间 0 的 价值 ， 即 V(0) = D(0) 。 

证 明 

定理 的 证 明 只 是 命题 1. 3 证 明 的 修改 。 如 果 D(0) 之 V(0) ， 则 我 们 卖 
出 衍生 证 券 并 取得 策略 的 多 头头 寸 ， 承 担 的 义务 可 以 由 该 策略 履行 。 差 
额 D(0) 一 V(0) 可 以 给 我 们 带 来 套利 利润 ; 如果 D(0) 二 V(0)， 我 们 进 
行 相反 的 操作 ，V(0) 一 D(0) 将 产生 套利 利润 。 口 


复制 还 解决 了 期 权 卖 出 者 套 期 保值 头寸 问题 ， 即 如 果 将 来 自 期 权 的 
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8. 


8 赴 


1 


1 


现金 投资 于 复制 策略 ， 那 么 卖 出 期 权 的 风险 将 被 化 解 。 

在 本 章 中 ， 我 们 将 进一步 发 展期 权 的 这 种 定价 方法 ， 我 们 从 对 单 期 
二 叉 树 模型 的 综合 分 析 开 始 ， 然 后 扩展 到 多 期 模型 。 最 后 介绍 连续 时 间 
的 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 。 


二 又 树 模型 中 的 欧式 期 权 


单 期 
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这 个 简单 的 情况 我 们 在 第 1 章 已 经 讨论 过 ， 在 本 节 中 ， 我 们 在 更 一 
般 的 意义 上 重复 这 个 思想 。 我 们 将 对 一 般 的 衍生 证 券 定价 ， 而 不 仅仅 局 
限于 看 涨 期 权 或 看 跌 期 权 ， 这 样 就 能 扩展 这 个 方法 到 多 期 模型 。 
我 们 假设 在 时 间 1 随机 的 股票 价格 SC1) 取 两 个 值 ， 表 示 如 下 : 
ee 
SS 一 S(0)(1 十 d) 


其 概率 分 别 为 p 和 1 一 p。 为 复制 回报 为 f 的 一 般 的 衍生 证 券 ， 我 们 需要 
对 zx(1)，y(1) 求解 方程 组 
es =f(S') 
z(1)S4 十 y(1)(1 十 >) = FSa) 
于 是 有 
) -FS) 一 7CS9) 
SS 一 3 


是 股票 的 复制 头寸 ， 称 为 期 权 的 6( 德 尔 塔 ，delta) 。 我 们 还 可 求 出 货币 市 
场 头 才 ， 即 


zl 


_ (+a)f(S)—(1+u)f(S) 
(u—d)(l+7) 
该 复制 资产 组 合 的 初始 价值 为 z(1)S(0) 十 y(1)， 根据 定 理 8.1， 有 


D(0) 一 z(1)SC0) 十 y(]) 
3 六 9 一 SS FDA — HS 
u—d (u—d)(l+r) 


y(1) = 


(8. 1) 


练习 8.1 
其 他 变量 不 变 ， 证 明 看 涨 期 权 的 价格 随 x 增长 。 分 析 a 的 变化 
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对 期 权 价格 的 影响 。 


练习 8.2 

如 果 r 二 0，S(0) 二 X=1 美元， 表示 出 看 涨 期 权 价格 CE(0) 的 

公式 。 计算 w 二 0.05,，d 二 一 0.05 以 及 xx 一 0. 01，d 王 一 0. 19 时 

的 价格 ， 得 出 关于 股票 收益 的 方差 与 期 权 之 间 关 系 的 结论 。 
回想 由 

2 一 二 4 (8. 2) 


给 出 的 风险 中 性 概率 概念 ， 即 风 险 中 性 概率 会 把 股票 价格 折 现 过 程 (1 十 
7r)“"S(n) 转变 为 蒜 ， 见 第 3 章 。 





定理 8.2 
折 现 回报 对 风险 中 性 概率 的 期 望 等 于 未 定 权益 的 现 值 ， 即 


D(0)=E.,((1+r) f(sS0))) (8. 3) 
证 明 
这 是 式 (8. 1) 的 直接 结果 ， 即 


A (1 十 xz) f(s)—(1+a) f(sS:) 
0 u—d + (u—d) (lr) 
1 (RADDAS)) 
Es u—d i—d 
1 
14 Pf(S)+(1—p, ) CSd)) 
Boltl-br) 7SCIIS) 


证 毕 。 口 








练习 8.3 

如 果 标 的 股票 卖 出 需要 支付 一 定 比例 的 交易 成 本 〈 买 人 股票 没 
有 交易 成 本 )， 计 算 复制 看 涨 期 权 的 资产 组 合 的 初始 值 ， 并 与 没 
有 成 本 的 情况 进行 比较 。 假 设 S(0) = X= 100 美元 , w= 0. 1， 
一 0.1，r 一 0.05， 设 定 交易 成 本 c 一 2% ( 卖 者 得 到 股票 价 
值 的 98% ) 。 


练习 8.4 
假设 S(0) =75 美元 , u==0.2, d= 一 0.1。 假设 你 能 以 12% 的 
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利率 借款 ， 存 款 利率 是 较 低 的 8%。 对 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 计 算 
复制 资产 组 合 的 价值 ， 并 回答 是 否 与 定理 8.2 得 出 的 看 涨 期 权 
和 看 跌 期 权 的 价值 一 致 。 


8. 1.2 两 期 模型 


我 们 从 两 期 开始 ， 股 票 价格 S(2) 有 三 个 可 能 值 ， 


w= S(0)(1+u):, SH= S(0)(1+w) (1+d) 
SY= S(0)(1+d)’ 


而 SG) 有 两 个 可 能 值 ， 
S*=S(0)(1+u), S$:= S(0)(1+4q) 
在 图 8 一 1 的 节点 分 别 用 字母 u 和 dd 标注。 
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图 8 一 1 两 期 二 叉 树 模型 的 分 支 


对 图 8 一 1 中 的 每 一 个 子 树 ， 我 们 可 以 利用 我 们 描述 的 复制 方法 。 在 
时 间 2， 衍 生 证 券 可 以 被 它 的 回报 复制 ， 即 


D(2) = FCSC2)) 
有 三 个 可 能 值 。 衍 生 证 券 的 价格 D(1) 有 两 个 值 ， 即 
TLp. fCS™)+ (1—p. )7CSe)] 


TELp. fCS*)+(1—p. )fCS*)] 


这 是 将 单 期 的 方法 应 用 于 节点 为 u 和 d 的 两 个 子 树 得 出 的 ， 上 述 两 个 式 
子 给 出 


DGD) 一 于 [2. fCSW IAD)+A—p. ) FCSC1)(C1 十 d)) 
=g(S(D)) 
其 中 ， 


ECZ) = 计 -[. Crz(1 十 zx)) 十 (1 一 户 . ) FCz(GI 十 dD)) 


因此 ,可 将 D(1) 表示 为 在 时 间 1 施 权 的 回报 为 g 的 衍生 证 券 (尽管 它 
可 能 不 施 权 ,衍生 证 券 可 以 以 D(1) = g(S(1)) 卖 出 )。 这 意味 着 可 把 单 
期 方法 再 一 次 应 用 于 根部 的 单个 子 树 。 因 此 ， 有 


D(0) = THCp. g(S(O) (HTw)+I—p. )g(SCO0) +d))] 
由 此 得 出 
sa 
D(O)=TF[p. 8g(S")+(1—p. )g(S9)] 


-sit f(S™)+2p, (1—p, )f(S™) 
十 外 一 区 尖 76S4 让 


最 后 在 方 括号 中 的 表达 式 是 /(S(2)〉 的 风险 中 性 期 望 ， 这 样 就 证 明了 如 
下 结论 。 


定理 8.3 
178 对 风险 中 性 概率 计算 的 折 现 回报 的 期 望 值 等 于 衍生 证 券 的 现 值 ， 即 


D(0)=E,.((lt+r) :ff(S(2))) 


练习 8.5 

假设 S(0) ==120 美元 , u=0.2, d= 一 0.1, r=0.1。 考虑 施 权 
价 为 和 一 120 美元 ， 施 权时 间 芽 =2 的 看 涨 期 权 ， 计 算 期 权 价格 
和 复制 策略 。 


练习 8.6 
利用 练习 8. 5 的 数据 ， 如 果 在 时 间 1 支付 15 美元 红利 ， 计 算 看 
涨 期 权 的 价格 和 复制 策略 。 


8. 1.3 一 般 的 N 期 模型 


上 面 的 结论 可 以 直接 扩展 到 多 期 模型 。 从 末期 开始 ， 我 们 往 回 重复 
地 求解 单 期 问题 ， 这 是 3 期 模型 的 求解 方法 ; 


D(3)= f(S(3)) 


D(2)= TCp. f (SC Tw)+I—p, fCSC(2) (1+q))] 
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=g(S(2)) 

DO) 一行 -Lp.g(SGD)(1 二 xz)) 十 (1 一 )g&CSG1)(1 十 d))] 
=h(S(1)) 

D(0) =1F[p CSCO) +) + Op. YhCSCO) 1+4))] 


其 中 ， 
gz) =TF[p: f(z(1+w)) + (1p. )f(z(1+q))] 
h(z) =TF[p: g(x(1+w))+ (1—p. )g(z(1+d))] 
由 此 得 出 
D(O) 一 于-[P.A(CS") 十 (1 一 户 . )hCS')] 


= Lp gCS™)+2p. (1—p. )g(S™) 
+(1—p, ):g(S")] 
ke FS) 二 3252 (1—p, ) FCSou) 
+3p, (1—p. )*f(S) + (1—p. ) CSaa)] 
这 个 公式 的 模式 是 这 样 的 : 方 括 号 的 每 一 项 由 股票 上 涨 的 次 数 刻 画 。 
这 个 数 确定 了 pp, 的 和 宕 次 和 回报 值 的 选择 ，1 一 p, 的 军 次 是 下 跌 的 次 数 ， 
在 上 述 最 后 的 式 子 中 等 于 3 一 &， 一 般 的 是 等 于 N 一 &:， 其 中 N 为 期 数 。 
每 一 项 前 面 的 系数 是 通 到 相应 的 回报 的 状况 数 ( 通 过 树 的 路 径 数 )， 等 于 
(2) = 有， 即 N 个 元 素 选 出 上 个 元 素 的 组 合 数 。 例 如 ，3 期 树 
(3-step tree) 通 到 节点 udd 有 三 条 路 径 。 
因此 ， 在 N 期 模型 中 ， 


SmINN, geet, Sm 
D(0) = ES ( )p (1—p.) 
fCSCOO) CA++ a Nt) (8. 4) 


在 风险 中 性 概率 之 下 ，f(S(N)) 的 期 望 值 可 由 式 (8.4) 计算 出 ， 这 个 
结果 可 以 概括 为 如 下 定理 。 


定理 8.4 | 
在 N 期 二 叉 树 模型 中 ， 具 有 回报 f(S(N)) 的 欧式 衍生 证 券 价值 是 
折 现 回报 在 风险 中 性 概率 之 下 的 期 望 值 ， 即 


D(0)=E,((l+r) NACSCN))) 








注 8.1 

计算 DC0) 不 需要 知道 实际 的 概率 p。 期 权 价格 的 这 个 引 人 注 目的 性 
质 在 实践 中 是 重要 的 ， 因 为 从 市 场 数据 中 估计 p 值 是 困难 的 。D(0) 的 
公式 显示 了 风险 中 性 概率 p. 的 特性 ， 风 险 中 性 概率 p, 和 p 不 同 ， 它 可 
以 从 式 (8. 2) 很 容易 地 算出 。 


8. 1.4 考 克 斯 -罗斯 - 鲁 宾 斯 坦 公式 


180 


154 WD 53. 


当 zxX 时 ,对 于 施 权 价 为 X 的 看 涨 期 权 的 回报 满足 f(x) 二 0， 这 
将 减少 式 (8.4) 中 的 项 数 。 公 式 求 和 可 以 从 使 得 


S(0)(1 十 z"(1 十 ZN 之 
的 项 开始 ， 因 此 有 
CE(0) = (1+7)- py )p: C1—p. DA 
(S(O HW + dN — X) 
可 以 写 为 
CE(0) =z(1)S(0)+y(1) 
期 权 的 价格 与 复制 它 的 资产 组 合 的 初始 价值 有 关 ， 这 里 


一 N NY N Nk Nk 
zx(1)=(1+7) 2 )p% 1— pe ON +tw: +d) 
yD=—xXato wD (N )Jp: pe 

ZX(1) 的 表达 式 可 以 写 为 


= = 立 ( 人 (诗人 (a-w) 寺 9” 





其 中 ， 








(注意 ，p. 了 和 (1 一 p. ) 了 让 8 之 和 为 1.) 直接 推导 或 利用 看 路 期权 


看 涨 期 权 平价 可 以 得 到 看 觅 类 的 / 公式 。 
这 些 重要 的 结果 可 以 总 结 为 如 下 定理 ， 其 中 BC(m，N，p) 表示 N 


金融 学 译 从 ， 金融 数学 
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次 试验 并 且 在 每 次 试验 中 状态 的 概率 为 p 的 累积 二 项 分 布 。 
Bm N, p= D(A—p" 
定理 8.5 ( 考 克 斯 -罗斯 -和 鲁 宾 斯 坦 公 式 (Cox-Ross-Rubinstein For- 
mula)) 


在 二 叉 树 模型 中 ， 施 权 价 为 X， 在 N 时 段 以 后 施 权 的 欧式 看 涨 期 权 
和 看 跌 期 权 的 价格 为 : 
CE(0)=S(0)[1—@®(m—1, N, q)j—(1+r)™™ 
X[1—@(m—1, N, p. 天 
PE(0)=—S(0)@B(m—1, N, q)+(l+i+r) XB(m—1, N, p.) 


最 初 的 复制 资产 组 合 z(1)，y(1) 为 







y(1) 
—(1+PD-NX[1—@ CmO—1, N, p, )] 





l—g@(m—1, N, 9) 


看 跌 期 权 | 一 B(m 一 1, N, gq) (1+n -NX@B(m—1, N, p.) 


练习 8.7 

假设 S(0) 为 50 美元 , r= 二 5%,u= 二 0.3,， d= 二 一 0.1。 计 算 施 权 
价 祥 =60 美元 ，3 个 时 段 (N==3) 以 后 施 权 的 欧式 看 涨 期 权 和 
看 跌 期 权 的 价格 。 


练习 8.8 

假设 S(0) 为 50 美元 , r= 二 0.5%, w= 二 0.01, d= 二 一 0.01。 计 算 
m，ZX(1) 和 施 权 价 X= 60 美元 ，N= 50 时 段 以 后 施 权 的 欧式 
看 涨 期 权 的 价格 C*(0)。 


练习 8.9 
考虑 每 个 时 期 股票 上 涨 的 状况 ， 在 哪 一 个 状态 下 ， 欧 式 看 涨 期 
权 的 德尔 塔 值 将 变 成 1? 


8.2 在 二 又 树 模型 中 的 美式 期 权 


尽管 用 公式 表示 美式 未 定 权益 价格 的 数学 定义 有 些 困难 ， 可 是 非 正 











规 的 描述 是 简单 的 : 期 权 可 以 在 满足 条 件 0 三 n 志 NN 的 时 段 n 施 权 ， 其 回 
报 为 /(S(n))。 当 然 只 能 施 权 一 次 。 美 式 期 权 在 时 间 n 的 价格 用 D*(n) 
表示 。 

182 首先 ， 我 们 分 析 在 两 个 时 段 以 后 施 权 的 美式 期 权 。 除非 期 权 已 经 被 
施 权 ， 否 则 在 到 期 时 它 的 价值 为 


Ds (2) = f(S(2)) 


这 里 我 们 有 取决 于 SC2) 价值 的 三 个 值 。 在 时 间 1 期 权 的 持 有 者 可 以 选择 
立刻 施 权 ， 其 回报 为 /(S(1)); 或 者 等 到 时 间 2， 这 时 美式 期 权 的 价值 将 
变 成 f(S(2))，f(S(2)) 可 以 当 作 单 期 欧式 未 定 权 益 在 时 间 1 定价 以 计 
算 等 待 情况 的 价值 ， 于 是 ， 时 间 1 的 价值 为 


Ep: FOSCD AT) + —p. )f(S(D +a))] 


期 权 的 持 有 者 可 以 在 这 一 价值 和 立刻 得 到 的 回报 /(S(1)) 之 间作 出 选 
择 。 因 此 ， 美 式 期 权 在 时 间 1 的 价值 是 两 个 价值 的 较 高 者 ， 即 


DA(1)= max{ f(s01)), 





1 
147Lp* f(S(D (Ww)) 


+(1—p. )f(S(D +4))]) 
=f1(S(1)) 
《 取 两 个 值 的 随机 变量 ) ， 其 中 


放 (z) 一 max{ f(z), T+-[p. f(z(1+w)) 





+(1—p. )f(z(1+q))]) 
通过 类 似 的 论证 可 以 得 到 美式 期 权 在 时 间 0 的 价值 ， 即 
DC0) 一 max| f(S(0)), TH-[p. fi(S(O) 1+u)) 


十 G 一 户 . (S(O) (1+ 4a))]) 


例 8.1 

为 了 说 明 上 面 的 方法 ， 考 虑 一 个 美式 看 跌 期 权 ， 其 施 权 价 和 = 80 
美元 ; 在 时 间 2 到 期 ， 股 票 的 初始 价格 S(0) = 80 美元 ;二 叉 树 模型 中 
的 x 一 0.1， d= 一 0.05, r= 二 0.05。 (我 们 考虑 看 跌 股票 期 权 ， 因 为 我 们 
知道 美式 看 涨 期 权 和 欧式 看 涨 期 权 的 价值 相同 ， 见 定 理 7.4) 股票 的 价 
值 为 


156 了 
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我 们 用 PA(n) 表示 美式 看 跌 期 权 的 价格 ， 其 中 一 0，1，2。 在 到 
期 日 的 回报 只 有 两 次 下 跌 状 况 下 为 正 ， 即 





在 时 间 1， 期 权 的 持 有 者 可 以 选择 立刻 施 权 或 者 等 到 时 间 2。 在 时 间 
1 价格 上 涨 的 状态 下 ， 立 刻 施 权 的 回报 和 选择 等 待 的 价值 都 为 零 ， 在 下 跌 


的 状态 下 ,立刻 施 权 的 回报 为 4 美元， 而 等 待 的 价值 为 1.05-!X 寺 X 


7.8 估 2. 48 美元 。 期 权 的 持 有 者 将 选择 较 高 的 值 〈 即 在 价格 下 跌 的 状态 
下 ， 在 时 间 1 施 权 ) 。 这 样 就 可 以 得 出 美式 看 跌 期 权 在 时 间 1 的 价值 : 





在 时 间 0， 也 是 在 如 下 二 者 之 间 进 行 选择 : 回报 为 零 ， 等 待 的 价值 为 


1.0571 x 坟 xX4 二 1. 27 美元 。 我 们 取 其 中 较 高 者 ， 这 样 就 完成 了 期 权 价 格 


树 ， 即 
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比较 可 见 ， 欧 式 看 跌 期 权 的 价格 PE(0) 一 1. 05-: x 让 xX2. 48=0. 79 
美元 ， 显 然 小 于 美式 看 跌 期 权 的 价格 PA(0) 衬 1. 27 美元 。 


这 种 方法 可 以 一 般 化 ， 引 出 如 下 定义 。 


定义 8.1 
回报 函数 为 f， 在 时 间 N 到 期 的 美式 衍生 证 券 或 者 未 定 权益 是 由 后 
向 引入 定义 的 随机 变量 序列 ， 即 


IT84 
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DA(CN) = f(SCN)) 
DACN 一 D) 一 max{ f(S(N—1)), +-[p, f(SCN—D (1+w)) 
+Q—p. fCSCN—DG+d))]) 
=—:fu1(S(N—1)) 
DACN 一 2) 一 max{ f(SCN—2)), TLp. fu-1 (SCN—2)(1+u)) 


+(1—p. )fw-1(SCN—2)(1+q))]) 
=:fn-2(S(N—2)) 


1 
DA() 一 max| f(SC2)), FLp. fa(SCD +m)) 


+0—p. fa(SCD tA)]) = :万 (SGD) 


1 
Er 


+(1—p. )f1(S(0) (1+q))]) 





DA(0) = max{ fCS(0)), 7+-[p. fi(S(0) (1+u)) 


练习 8. 10 

计算 在 时 间 3 到 期 的 施 权 价 X = 62 美元 的 美式 看 涨 期 权 的 价 
值 。 股 票 的 初始 价值 为 SC0) = 60 美元 ; 在 二 又 树 模型 中 ，v 一 
0.1, d=—0.05, r= 0.03, 


练习 8. 11 

比较 施 权 价 X = 120 美元 ， 在 时 间 2 到 期 的 美式 看 涨 期 权 和 欧 
式 看 涨 期 权 的 价格 。 股 票 的 初始 价格 S(0) 二 120 美元 ; 在 二 叉 
树 模型 中 ，x 一 0.2，d 一 一 0.1，r 一 0.1. 


例 8.2 
修改 练习 8. 11 可 以 证 明 ， 如 果 支 付 红利 ， 美 式 看 涨 期 权 和 欧式 看 涨 


期 权 价格 相等 的 结论 不 再 成 立 。 假 设 在 时 间 2 支付 红利 14 美元 ， 我 们 仍 
185 然 用 与 练习 8. 11 相同 的 数据 ， 除 净 红 利 的 股票 价格 为 





美式 期 权 在 时 间 1 价格 上 涨 时 被 施 权 ， 这 时 的 回报 为 24 美元 ( 粗 黑 
体 数 字 )， 它 高 于 持 有 至 到 期 日 的 价值 。 因 此 ， 美 式 看 涨 期 权 的 价值 高 于 
欧式 看 涨 期 权 的 价值 。 


练习 8. 12 

假设 欧式 看 跌 期 权 和 美式 看 跌 期 权 的 施 权 价 X= 14 美元 ; 在 时 间 
2 到 期 。S(0) = 12 美元 ; 在 二 叉 树 模型 中 , wu = 0.1，d = 
一 0.05，r 一 0.02; 在 时 间 1 支付 红利 2 美元。 计算 美式 看 跌 期 
权 和 欧式 看 跌 期 权 的 价格 。 


8.3 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 


我 们 将 简要 论述 关于 连续 时 间 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 著名 的 布莱克 - 
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斯 科 尔 斯 公式 。 我 们 对 连续 时 间 论 述 不 追求 数字 上 的 严 道 ， 严 格 的 数字 
证 明 需 要 系统 地 学 习 随机 分 析 。 随 机 分 析 将 在 更 高 级 的 教程 中 详细 地 研 
究 。 我 们 将 利用 与 离散 时 间 的 类 比 替代 严格 的 数字 证 明 。 

首先 我 们 认为 第 3 章 研究 的 连续 时 间 模 型 可 以 度量 二 叉 树 模型 当时 
间 间 隔 趋向 零 时 的 极限 。 连 续 时 间 股 票 价格 模型 为 


SCi) =S(0)e™ tw (8. 5) 


式 中 ，W(z) 是 标准 的 维 纳 过 程 〈 布 朗 运动 )， 见 3. 3. 2 节 。 特 别 地 ， 这 
意味 着 ，S(z) 服从 对 数 正 态 分 布 。 

考虑 回报 为 /(S(T))， 在 时 间 工 到 期 的 欧式 股票 期 权 在 离散 时 间 的 
情况 〈 见 定理 8. 4) 。 期 权 在 时 间 0 的 价格 D(0) 应 当 等 于 折 现 回报 e-"7 
了 (S(T)) 的 期 望 ， 即 


D(0O)=E. (ef(S(T))) (8. 6) 


在 风险 中 性 概率 P. 下 ， 折 现价 格 过 程 e"S(z:) 是 款 。 利 用 与 离散 时 间 的 
类 比 ， 我 们 不 加 证 明 地 接受 这 个 公式 。( 证 明基 于 与 随机 分 析 相 关 的 鞭 论 
证 ， 超 出 了 本 书 的 范围 。) 

那么 ， 什 么 是 风险 中 性 概率 P. ? 一 个 必要 条 件 是 ， 折 现 股票 价格 
过 程 e"S(z) 的 期 望 应 当 是 常数 〈 与 上 无 关 )， 恰 似 离散 时 间 的 情况 ， 
见 式 (3. 5) 。 

让 我 们 利用 市 场 的 真实 概率 P 计算 在 概率 P 下 的 这 个 期 望 。 因 为 
W(t) 服从 均值 为 零 、 方 差 为 1 的 正 态 分 布 ， 在 概率 P 之 下 ， 密 度 函 数 为 


这 
J » 因此 
T 





E(e™"™S(t)) = S(0)E(ew dtm n:) 
请 一 到 
一 m—r)t 
SG)| et ed 


ni 





(Ed 
2 








= Seorriz| le 
/2nt 


a S(Oew io] 1 od 
— V2rt , 





一 S(0) en 一 叶 二 of ) 


如 果 mt Fr, 则 期 望 E(e “S(D)) 一 SCO)ew 二 如 "显然 依赖 于 上 ， 于 


是 S(z) 在 己 之 下 不 可 能 是 鞭 。 


而 上 面 的 积分 启示 我 们 将 P 换 为 P. ， 消 去 期 望 的 因子 ee 一 re ， 
将 会 使 相应 的 期 望 下 . (e-“*S(b ) 与 上 无 关 。 如 果 忆 可 以 被 已 .代替 ， 使 得 


(mm 一 r 十 去 oz): 
V(Cti) 王 网 (b 十 了 (而 不 是 W(t) 本 身 ) 变 成 在 概率 已 .之 下 
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的 维 纳 过 程 ， 则 指数 因子 em-rt3e% 将 从 最 后 的 表达 式 中 消去 (这 个 概率 
的 存在 性 可 从 随机 分 析 的 更 高 级 结果 得 出 ， 即 吉尔 萨 诺 夫 定理 〈Gir- 
sanov theorem))。 实 际 上 ， 因 为 V(z) 在 P, 之 下 的 密度 函数 为 -一 
e- 各 ， 即 它 服从 均值 为 零 、 方 差 为 + 的 正 态 分 布 ， 由 此 得 出 
E. (e™S(#)) = S(O)E., (ewo+tm-n:) 
= S(O)E, (ero-3:) 


rz 
1 ezdzr 











= SG i 
人 nt 
Es Rn yi _ Ce)? 
=3 SG)| < 2 dz 
3 os 
三 SG)| -dy 一 S00) 


EE. (e "S(t))==S(0) 与 1 无 关 的 事实 是 折 现 价格 e "S(t) 在 也 .之 
下 是 蒜 的 必要 条 件 ， 为 证 明 在 p, 之 下 e "S(t) 确实 是 款 ， 实 际 上 需要 验 
证 更 强 的 条 件 


E.(e "S(t)|S(u)) =e "Su) (8.7) 


对 任意 的 :三 wu 三 0 成 立 ， 这 个 条 件 包 含 了 给 定 S(u) 时 ，e "S(t) 的 条 
件 期 望 。 在 第 3 章 中 ， 我 们 已 经 研究 过 条 件 期 望 , 第 3 章 中 的 条 件 是 用 
离散 随机 变量 给 出 的 ， 见 3. 2. 2 节 。 而 本 节 中 的 条 件 我 们 用 S(Cx) 表示， 
它 是 连续 分 布 的 随机 变量 。 在 这 种 情况 下 ， 式 (8. 7) 精确 的 数学 含义 是 
对 任意 的 a 二 0， 有 


E, (e "S(t)lsw<.) =E,. (e "S(u)lsw<e) (8. 8) 


式 中 ，lso <。 是 随机 变量 的 示 性 随机 变量 。 如 果 SC(w) 二 a, 则 1s6w<s 二 1; 
如 果 S(u) 之 a， 则 lsw < =0。 


练习 8. 13 
验证 等 式 (8. 8)。 


练习 8. 14 
在 风险 中 性 概率 P. 之 下 ,计算 WG) 的 密度 函数 。 


我 们 已 经 识别 了 风险 中 性 概率 P, ， 下 面 我 们 将 考虑 到 期 日 为 T， 施 
权 价 为 X 的 欧式 看 涨 期 权 的 价格 。 我 们 将 期 权 价 格 的 一 般 公 式 (8. 6) 
变 为 





Ce(0) =E. (eT(S(T)—X)+) 
然后 计算 这 个 期 望 。 因 为 V() 二 W(t) 十 (m 一 下 和 2) 二 ， 当 1 宇 0 时 ， 
在 PP, 之 下 是 维 纳 过 程 ， 随 机 变量 VCT) 二 W(T) 十 (mw 一 r 二 二 ) 二 服从 

了 二 
均值 为 0， 方差 为 TT 的 正 态 分 布 ， 即 它 的 密度 函数 为 -元 e ， 因 此 


CE(0) = E, (eT(S(T)— X)+) 
= E.((S(0)ev oT — Xe"T)+) 
= I 7, —rT 1 - 
= 
一 一 e ?7d 
-de V2r 








上 so ey xe| 了 


e 
V2n 
= S(O0)N(di) — Xe "NN (d,) 








n+ortio)T in 人 S01)7 
ly hd. i i 
oT ovT 
i 0 计 = 
N(z) = dy 一 rd (8. 10) 
5»-[-. J | "r= 


是 正 态 分 布 函 数 。 

对 于 欧式 看 涨 期 权 ， 我们 推导 出 了 著名 的 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 。 选 
择 时 间 0 计算 期 权 价 格 是 武断 的 做 法 。 一 般 地 ， 在 任意 的 + 二 TT， 都 应 能 
计算 期 权 价格 。 在 这 种 情况 下 ， 期 权 到 期 时 间 还 剩 下 T 一 :。 将 式 (8. 9) 
上 面 的 公式 中 的 0 用 :代替 ，T 用 了 一: 代替。 我 们 就 可 以 得 到 下 面 的 结论 。 


定理 8.6 (布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 ) 
到 期 时 间 为 了 ， 施 权 价 为 X 的 欧式 看 涨 期 权 在 时 间 z 二 TT 的 价格 是 


CE(t) = SC N(d1)—Xe"™? N(d;,) 
189 ” 式 中 ， 


In 3+ (r+ 志 0) CT 
汪 和 人 (8. 11) 
oat 
St) Es 
a 人 3 jr 站 
vt 


练习 8. 15 
对 于 到 期 日 为 工 ， 施 权 价 为 X 的 欧式 看 跌 期 权 ， 推 导 布莱克 -斯 
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科 尔 斯 公式 
PE() = Xe "HN(—d;,)—S()N(—di) 
其 中 ,di 和 ds 由 式 (8. 11) 给 出 。 


注 8.2 

注意 ， 布 莱克 -斯 科 尔 斯 公式 中 不 包含 m。 这 个 性 质 类 似 于 注 8. 1， 
并 且 有 类 似 的 实际 意义 : 在 连续 时 间 计算 欧式 看 涨 期 权 或 看 跌 期 权 的 价 
格 不 需要 知道 m。 

我 们 来 比较 欧式 看 涨 期 权 的 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 与 考 克 斯 -罗斯 - 鲁 宾 
斯 坦 公 式 。 两 者 非常 类 似 ， 除 了 连续 折 现 因子 e ”和 离散 折 现 因子 (1 十 
”明显 地 类 似 之 外 ， 出 现在 这 两 个 公式 中 的 二 项 分 布 和 正 态 分 布 也 是 
相互 相关 的 。 这 个 关系 源 于 中 心 极限 定理 : 可 以 证 明 由 考 克 斯 -罗斯 - 鲁 
宾 斯 坦 公 式 给 出 的 期 权 价格 会 按 第 3 章 描述 的 极限 趋向 于 连续 时 间 的 布 
莱克 -斯 科 尔 斯 公式 。 

190 与 其 研究 这 个 极限 的 细节 ， 还 不 如 参照 图 8 一 2。 该 图 表示 的 是 施 权 
价 X = 100 美元 的 欧式 看 涨 期 权 的 价格 C*"， 股 票 价格 S(0) 二 100，c 一 
0.3，m 二 0.2。( 尽 管 m 与 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 无 关 ， 但 在 离散 时 间 过 
程 会 保持 它 的 特性 .) 连续 时 间 复 合 利率 取 一 0.2， 期 权 价格 作 为 到 期 前 
的 剩余 时 间 本 的 函数 ， 按 以 下 两 种 方法 计算 : 

(a)( 粗 黑 线 ) 来 自 工 在 0 和 1 之 间 的 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 。 

(b) 〈 点 线 ) 利用 考 克 斯 -罗斯 - 鲁 宾 斯 坦 公 式 ， 时 间 为 0 增加 到 1， 
N 二 10 期 ， 每 期 期 限 r= 王 0. 1， 每 一 期 的 增长 率 利用 公式 〈3.7) 计算 。 


CE 
20 


0.0 0.5 1.0 
图 8 一 2 连续 时 间 模 型 和 离散 时 间 模 型 的 期 权 在 被 施 权 之 前 
价格 C 作为 时 间 工 的 函数 


即使 在 10 期 的 情况 下 ， 离 散 时 间 和 连续 时 间 的 公式 也 表现 出 很 好 的 
契合 度 。 








191 


我 们 在 本 章 中 将 展示 衍生 证 券 在 各 种 情况 下 的 风险 暴露 管理 中 的 应 
用 。 我 们 将 借助 于 某 些 例子 和 小 案例 进行 描述 。 尽管 我 们 的 论述 与 一 些 
特定 的 环境 相关 ， 但 这 些 方法 适用 于 金融 管理 者 面临 的 更 大 范围 的 业务 ， 

首先 我 们 介绍 消除 或 减 小 卖 出 期 权 引发 的 风险 的 方法 。 发 行 和 销售 
衍生 证 券 ， 同时 又 不 希望 承担 连带 风险 的 金融 机 构 将 面临 这 个 问题 。 这 
样 的 机 构 是 通过 其 服务 获得 佣金 ， 而 不 用 取得 市 场 中 的 活路 的 期 权 头 寸 。 

其 次 ， 我 们 分 析 减 少 来 自 某 些 商业 活动 引发 的 不 可 预料 的 风险 的 方 
法 。 案 例 研究 涉及 外 汇 风险 。 用 同样 的 方法 可 以 处 理 来 自 诸如 商品 的 价 
格 、 利率 和 股票 价格 不 可 预测 的 未 来 变化 的 风险 。 我 们 将 引入 称 为 风险 
价值 (value at risk，VaR) 的 风险 度量 。 这 种 方法 现在 非常 流行 。 衍 生 
证 券 被 用 于 构建 资产 组 合 ， 目 的 是 减少 这 种 风险 。 

最 后 ， 我 们 考虑 应 用 期 权 构造 杠杆 投资 (levered investment)， 它 在 
增加 风险 的 同时 会 产生 更 高 的 期 望 收 益 。 


9. 1 期 权 头 寸 套 期 保值 
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欧式 看 涨 期 权 的 卖 出 者 在 期 权 用 货币 结算 时 将 面临 风险 。 看 涨 期 权 
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卖 出 者 的 风险 利润 为 Cre” 一 (S(T) 一 X)*， 其 中 Ce” 为 收 到 的 期 权 费 
进行 无 风险 投资 在 施 权 时 间 工 的 价值 。 理 论 上 ， 卖 出 者 的 损失 可 以 是 无 
限 的 。 看 跌 期 权 风 险 利 润 为 Pe 一 (X 一 S(T))+， 卖 出 者 的 损失 是 有 限 
的 ， 尽管 与 收 到 的 期 权 费 P* 相 比 可 能 非常 大 。 我 们 将 论述 如 何 利用 构建 
合适 的 资产 组 合 在 短 时 期 内 清除 或 至 少 减 小 这 种 风险 。 如 果 有 必要 ， 这 
个 资产 组 合 可 以 由 标的 资产 和 卖 出 相同 资产 的 衍生 证 券 构 成 。 

实际 上 ， 不 可 能 在 直到 施 权 时 间 工 的 全 部 时 期 内 ， 利 用 完善 的 方法 
构建 单一 的 资产 组 合 套 期 保值 。 套 期 保值 资产 组 合 需要 随 着 影响 期 权 的 
各 种 变量 的 变化 随时 调整 。 根 据 存 在 交易 成 本 的 实际 情况 ， 不 可 能 太 频 
繁 地 调整 ， 我 们 需要 某 些 折 中 的 策略 。 尽 管 如 此 ， 我 们 在 本 节 中 仅 论述 
在 一 个 单一 的 短 时 间 段 内 ， 不 考虑 交易 成 本 的 套 期 保值 。 


9.1.1 德尔 塔 套 期 保值 
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由 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 给 出 的 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 的 价值 显然 依赖 
于 标的 资产 的 价格 。 我 们 可 以 对 其 稍 加 扩展 。 

考虑 一 个 资产 组 合 ， 它 的 价值 取决 于 当前 的 股票 价格 $= 二 SC(0)， 用 
V(S) 表示 资产 组 合 的 价值 。 资 产 组 合 的 价值 对 于 S 的 依赖 性 可 用 导数 


牛 V(S) 测量 ， 称 为 资产 组 合 的 德尔 塔 。 对 于 从 S 到 S 十 AS 的 很 小 价格 
的 变化 ， 资 产 组 合 的 价值 改变 量 为 


AV(S) VS) XAS 
德尔 塔 套 期 保值 (delta hedging) 的 原理 是 ， 基 于 在 资产 组 合 中 包含 衍 
生 证 券 ， 当 S 发 生变 化 时 其 价值 的 改变 不 是 很 大 。 这 可 以 通过 资产 组 合 
的 德尔 塔 等 于 零 达 到 。 这 样 的 资产 组 合 称 为 德尔 塔 风险 中 性 资产 组 合 。 
我 们 构造 一 个 由 股票 、 债 券 和 套 期 保值 的 衍生 证 券 构造 的 资产 组 合 ， 
其 价值 为 


V(S)=zS+y+zD(S) 
式 中 ，D(S) 为 衍生 证 券 的 价格 ; 债券 当前 的 价格 为 1。 特别 地 ， 假 设 卖 
出 单一 的 衍生 证 券 ， 即 > 一 一 1， 那 么 


dy(s)=zx—d 
dSV(S)=z—jsD(S) 


药 D(S) 为 衔 生 证 券 的 德尔 塔 ， 如果 指 定 股票 价格 的 模型 就 可 以 将 其 计 
算出 来 ， 这 样 就 可 以 得 出 D(S) 的 显 式 公式 。 
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命题 9.1 
假设 C*(S) 为 欧式 看 涨 期 权 的 价格 ,在 布莱克 -斯 科 尔 斯 模型 中 ， 
这 个 期 权 的 德尔 塔 为 


drs) =— 
4SC”(S) = Nd) 


式 中 ，N(z) 为 由 式 〈8. 10) 给 出 的 正 态 分 布 函 数 ; di 由 式 (8.9) 定义 。 
证 明 
价格 S 一 S(0) 出 现在 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 中 的 三 个 地 方 ， 见 定理 
8. 6， 于 是 推导 过 程 需要 的 工作 量 较 少 ， 在 适当 的 时 候 ， 好 多 项 可 以 消 


去 ， 留 给 读者 证 明 。 记 住 导数 -&CFCS) 是 在 时 间 4 二 0 时 计算 的 。 。 口 


练习 9.1 
在 布莱克 -斯 科 尔 斯 模型 中 ， 计算 欧式 看 跌 期 权 的 德尔 塔 -全 PE(S) 
类 似 的 表达 式 。 


在 本 节余 下 的 部 分 我 们 将 考虑 布莱克 -斯 科 尔 斯 模型 中 的 看 涨 期 权 。 
根据 命题 9. 1， 资 产 组 合 (xz, y, z) = (N(d)， y， 一 1)， 其 中 股票 头寸 
NN(d1) 是 按照 股票 的 初始 价格 S 二 S(0) 计算 的 。 对 于 任意 的 货币 市 场 
头寸 y， 德 尔 塔 等 于 零 。 因 此 资产 组 合 的 价值 


V(S)= N(di)S+y—CE(S) 


在 股票 价格 S 对 初始 价格 产生 微小 变化 的 情况 下 ，V(S) 的 变化 不 是 很 
大 。 选 择 y 使 得 资产 组 合 的 值 等 于 零 是 方便 的 。 根 据 布莱克 -斯 科 尔 斯 
CE(S) 公式 ， 有 


2 一 一 Xe TN(d;) 


式 中 ，c: 由 式 (8. 9) 给 出 。 

让 我 们 分 析 如 下 例子 ， 在 其 中 陆续 加 以 扩展 和 调整 。 假 设 无 风险 利 
率 为 8%， 考虑 90 天 的 看 涨 期 权 ， 其 施 权 价 X= 60 美元 ， 股票 当前 的 价 
格 S 一 60 美元 ， 股 票 的 波动 率 c= 30%。 根 据 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 CE 一 
4. 144 52 美元 ， 期 权 的 德尔 塔 等 于 0. 581 957 。 

假设 我 们 卖 出 1 000 份 看 涨 期 权 ， 得 到 期 权 费 4 144. 52 美元 。 为 了 
完成 套 期 保值 ， 我 们 购买 581. 96 股 股票 ， 金 额 为 34 917. 39 美元 ， 借 人 
30 772. 88 美元 。 构 造 的 资产 组 合 为 (z，y，z)， 其 中 工 一 581. 96， y= 
一 30 772. 88，z 二 一 1 000， 其 总 价值 为 零 。( 在 数学 上 ， 我 们 更 自然 地 会 
考虑 一 个 = 一 一]1 的 单个 期 权 。 但 在 实际 中 ， 期 权 是 成 批 交易 的 .) 
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根据 一 些 可 能 的 状况 ， 我 们 将 分 析 1 天 以 后 资产 组 合 的 价值 。 到 期 
时 间 为 89 天 。 假 设 股票 波动 率 、 无 风险 利率 不 变 ， 考虑 股票 价格 的 以 下 
三 个 状况 : 


1. 股票 价格 保持 不 变 ，S (55 ) 一 60 美元 。1 份 期 权 现在 的 价值 为 


4. 118 33 美元 ， 于 是 来 自 于 期 权 的 空头 头 二 的 负债 减 小 了 。 由 于 利息 支 
付 ， 金 融 市 场 的 债务 增加 。 股 票 头 寸 的 价值 与 开始 时 相同 。 这 天 的 总 余 
额 为 


股票 34 917. 39 


货币 一 30 779. 62 
期 权 一 4 118. 33 
累计 19. 44 


不 采用 套 期 保值 (+ 二 0,y 二 4 118. 33,z 二 一 1 000)， 我 们 的 财富 为 
27. 10 美元 ， 即 从 期 权 减少 的 价值 和 将 期 权 费 进行 无 风险 投资 得 到 的 利息 
中 我 们 将 获 利 。 

2. 股票 价格 上 涨 到 S( 385 ) = 61 美元 。 期 权 现 在 的 价值 为 4. 721 50 
美元 ， 比 原来 的 价值 多 。 不 套 期 保值 无 抵 补 naked)) 将 损失 576. 07 
美元 。 另 一 方面 ， 德 尔 塔 风险 中 性 资产 组 合 的 持 有 者 的 头寸 的 损失 几乎 
可 以 被 增加 的 股票 价值 抵消 ， 即 


股票 35 499. 35 


货币 一 30 779. 62 
期 权 —4 721. 50 
累计 一 1.77 


3. 股票 价格 降低 到 S ( 565 ) 一 59 美元 。 卖 出 的 期 权 的 价值 减 小 ， 单 


个 期 权 现 在 的 价值 为 3. 559 08 美元 。 持 有 的 股票 的 价值 也 在 减 小 。 这 个 
资产 组 合 将 产生 损失 ， 即 


股票 34 335. 44 
货币 一 30 779. 62 
期 权 一 3 559. 08 
累计 一 3. 26 


在 这 种 状况 下 ， 不 进行 套 期 保值 似乎 更 好 些 ， 因 为 如 果 不 进 行 套 
期 保值 ， 我 们 将 得 到 586. 35 美元 。 

在 股票 价格 保持 不 变 的 情况 下 ， 套 期 保值 资产 组 合 将 产生 利润 ， 这 
或 许 会 令 人 感到 吃惊 。 一 般 性 的 结论 我 们 将 在 练习 9. 5 中 论述 。 





练习 9.2 
计算 使 得 1 天 的 套 期 保值 资产 组 合 达到 最 大 值 的 股票 价格 。 


练习 9.3 

假设 卖 出 50 000 份 看 跌 期 权 ， 其 施 权 日 为 90 天 ， 施 权 价 X= 
1. 80 美元 ， 股 票 当 前 的 价格 SC0) = 1. 82 美元 ， 波 动 率 o = 
14%， 无 风险 利率 r= 二 5%。 构 造 一 个 德尔 塔 风 险 中 性 资产 组 合 ， 


假设 1 天 以 后 股票 价格 下 降 到 S( 3525 ) 一 1. 81 美元 ,计算 资产 
组 合 的 价值 。 


回 到 上 面 的 例子 ， 让 我 们 汇总 1 天 以 后 各 种 股票 价格 的 德尔 塔 风险 
中 性 套 期 保值 资产 组 合 的 价值 ~， 并 与 不 利用 套 期 保值 头寸 的 价值 U 














进行 比较 : 

S V U 
58. 00 一 71. 35 1 100. 22 
58. 50 一 31. 56 849. 03 
59. 00 一 3. 26 586. 35 
59. 50 13. 69 312. 32 
60. 00 19. 45 27. 10 
60. 50 14. 22 一 269.11 
61. 00 一 1.77 一 576. 07 
61. 50 一 28. 24 一 893.53 
62. 00 一 64. 93 一 1 221. 19 

196 如 果 股 票 价格 发 生 较 大 的 改变 ， 我 们 会 看 到 ; 

S V U 

50 一 2 233. 19 3 594. 03 

55 一 554. 65 2 362.79 

60 19. 45 27. 10 

65 一 481. 60 一 3 383.73 

70 一 1 765. 15 一 7 577. 06 


如 果 我 们 担心 这 样 大 的 价格 改变 会 发 生 ， 则 上 面 的 套 期 保值 就 不 是 
一 个 令 人 满意 的 做 法 。 如 果 我 们 不 套 期 保值 ， 至 少 在 股票 价格 下 跌 时 有 
结果 为 正 的 机 会 。 同 时 ， 无 论 股票 是 上 涨 还 是 下 跌 ， 德 尔 塔 风险 中 性 资 
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产 组 合 都 可 能 引发 损失 ， 尽 管 与 无 抵 补 头寸 相 比 非常 小 。 

让 我 们 看 一 看 如 果 1 天 以 后 ， 除 了 股票 价格 其 他 变量 也 发 生变 化 将 
会 怎样 。 

1. 假设 利率 增加 到 9 为 ， 波 动 率 如 前 。 某 些 损 失 是 期 权 价值 增加 的 
结果 。 对 1 天 的 现金 贷款 利息 没有 影响 ， 因 为 新 的 利率 仅 影响 2 天 及 2 
天 以 后 的 利息 支付 。 套 期 保值 资产 组 合 的 价值 如 下 表 第 2 列 所 示 。 

2. 假设 增加 到 32%， 利 率 保持 在 原来 的 8% 水 平 ， 期权 的 价值 将 
有 相当 多 的 增长 ， 这 不 可 能 由 股票 头寸 补偿 ， 其 至 在 股票 价格 上 涨 时 。 





结果 如 下 表 第 3 列 所 示 。 
V 
r=9%, o= 30% r=8%, o= 32% 
58. 00 一 1395.72 一 299. 83 
58. 50 1 261,.87 
59, 00 一 人 2. 19 一 234. 69 
59. 50 一 58. 50 一 218.14 
60. 00 一 55. 96 一 212. 08 
60. 50 一 64,. 38 一 210533 
61. 00 一 551 一 230. 68 
61. 50 一 Lio 一 254. 90 
62. 00 2 一 288. 74 
197 正如 我 们 看 到 的 ， 在 某 些 情况 下 ， 德 尔 塔 套 期 保值 不 能 令 人 满意 。 


我 们 需要 增强 当期 的 资产 价格 变动 或 者 其 他 变量 同时 变动 的 套 期 保值 的 
稳定 性 。 因 此 ， 我 们 以 后 会 引入 一 些 理论 工具 再 次 研究 这 个 例子 。 


练习 9.4 
如 果 无 风险 利率 降 到 3% ， 计 算 1 天 德尔 塔 风险 中 性 资产 组 合 的 
价值 。 


9. 1.2 用 希腊 字母 表示 的 参数 


我 们 将 定义 所 谓 的 用 希腊 字母 表示 的 参数 (Greek 参数 ，Greek pa- 
rameters) 以 描述 资产 组 合 对 决定 期 权 价 格 的 各 变量 的 敏感 性 。 施 权 价 六 
和 到 期 日 在 出 售 期 权时 是 确定 的 ， 于 是 我 们 分 析 其 余 的 4 个 变量 S，;， 


ER Os 
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我 们 将 包含 股票 和 基于 股票 的 未 定 权 益 的 资产 组 合 的 价值 记 为 这 些 
变量 的 函数 V(S， t,o， 六 ) 9 我 们 定义 

deltav 一 江 

_aV 

gammay 一 3Sz 


thetay 一 


(根据 泰勒 公式 )， 即 


AV 全 deltavXAS 十 thetav X At vegav X Actrhov X Ar 
十 方 gammay X (AS): 


在 这 里 ， 资 产 组 合 对 某 一 个 特殊 变量 微小 变化 的 免疫 (immunise) 方法 
是 使 得 相应 的 用 希腊 字母 表示 的 参数 等 于 零 。 例 如 ， 为 对 波动 性 变化 的 
资产 组 合 进行 套 期 保值 ， 我 们 应 该 构造 一 个 vega 风险 中 性 资产 组 合 (ve- 
ga neutral portfolio) ， 其 vega 等 于 零 。 为 了 保持 delta 套 期 保值 利润 ， 我 
们 将 设计 一 个 资产 组 合 ， 其 delta 和 vega 都 等 于 零 (delta-vega 风险 中 性 
资产 组 合 (delta-vega neutral portfolio) ) 。delta-gamma 风险 中 性 资产 组 
合 (delta-gamma neutral portfolio) 可 以 对 股票 价格 的 较 大 变化 免疫 ， 这 
些 免疫 的 例子 验证 如 下 。 

布 菜 克 -斯 科 尔 斯 公式 允许 我 们 对 单一 期 权 计算 导数 。 对 于 欧式 看 涨 
期 权 ， 我 们 有 

deltacs 一 NGCal) 

1 4 
gammacs = ep 人 
dd 





thetacz = 一 rXe ITN(Cad:) 


So 
2 V2nT 
SvT。 
V2n 
rhoc = TXe-"TN (qd,) 


(用 希腊 字母 表示 的 参数 是 在 时 间 :二 0 计算 的 。) 


vegacE 一 


注 9.1 
从 上 面 的 公式 容易 看 出 
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hetape | 7 delts + ai = FE 


一 般 来 说 ， 可 以 证 明 任 意 欧式 衍生 证 券 的 价格 DD 满足 布莱克 -斯 科 尔 斯 方 
程 ， 即 

aD aD 1 zDD 

ES 35S 十 2“S a 7D 
练习 9.5 
如 果 股 票 价 格 、 波 动 率 和 无 风险 利率 保持 不 变 ， 证 明 初 始 值 为 
零 的 对 单一 看 涨 期 权 套 期 保值 的 delta 风险 中 性 资产 组 合 (delta 
neutral portfolio) 将 随时 间 的 推移 增加 价值 。 


练习 9.6 
推导 看 跌 期 权 的 用 希腊 字母 表示 的 参数 公式 。 


为 展示 用 希腊 字母 表示 的 参数 的 应 用 ， 我 们 考虑 欧式 看 涨 期 权 卖 出 
者 的 套 期 保值 头寸 。 

delta-gamma 套 期 保值 。 资 产 组 合 的 构造 基于 使 得 delta 和 gamma 都 为 
零 的 情形 。 为 此 ， 形 如 (z，y，z) 的 资产 组 合 是 不 够 的 。 给 定期 权 头 寸 ， 
比如 说 = 一 一 1 000， 这 里 仅 保留 一 个 参数 可 以 调整 ， 即 标的 资产 头寸 x。 
这 人 允许 我 们 做 出 delta 为 零 的 资产 组 合 。 为 使 得 gamma 也 等 于 零 ， 我 们 
需要 增加 自由 度 。 为 此 目的 ， 我 们 考虑 标的 股票 相同 的 另 一 个 期 权 ， 例 
如 60 天 以 后 施 权 ,个 = 60/365， 施 权 价 镶 = 65 的 看 涨 期 权 ， 并 构造 次 
产 组 合 (z，y，z, 2)， 其 中 2 为 另 一 个 期 权 的 头寸 。 其 他 变量 和 以 前 的 
例子 相同 , r= 二 8%, go== 30%，S(0) = 60。 

让 我 们 汇总 关于 价格 和 用 希腊 字母 表示 的 参数 这 里 将 vega 也 包括 
进来 ， 以 后 会 有 用 ) ， 


期 权 到 期 时 间 施 权 价 期 权 价格 delta gamma Vega 
原来 的 90/365 60 4.144 52 0.581 957 0.043 688 11.634 305 
另外 的 60/365 65 1. 378 26 0. 312 373 0.048 502 8. 610 681 


我 们 选择 x 和 使 得 delta 和 gamma 都 为 零 ， 即 


deltay = x—1 O000deltace +é deltaas =0 
gammav 王 一 ] 000gammacs 十 2gammats 一 0 
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并 且 选 择 货币 头寸 y， 使 得 资产 组 合 的 价值 为 零 ， 即 
V(S) = zxS+y—1 000CE(S)+2CE(S)=0 
这 样 就 可 以 得 到 线性 方程 组 


ZX 一 581. 957 十 0. 312 373 人 一 0 
一 43. 688 十 0. 048 5022 =0 


其 解 为 zx 兰 300. 58, 双关 900. 76, 由 此 得 出 了 衬 一 15 131.77。 于 是 ， 我 们 
取得 股票 的 多 头 、 另 外 的 期 权 的 多 头 和 现金 空头 。 (我 们 已 经 有 原来 期 权 
空头 zx 一 一 1 000。) 

1 天 以 后 ， 如 果 股 票 价 格 上 涨 ， 原 来 的 期 权 价格 更 高 ， 增 加 了 我 们 的 
义务 ， 这 将 被 股票 价值 增加 和 持 有 的 另外 的 期 权 价值 的 增加 抵消 。 如 果 
股票 价格 下 跌 ， 则 会 出 现 相 反 的 情况 。 在 这 两 种 情况 下 ， 由 于 1 天 以 后 
的 利息 ， 会 使 得 我 们 的 货币 债务 增加 。 资 产 组 合 的 价值 由 下 表 所 示 (为 
便于 比较 ， 我 们 还 列 出 了 delta 风险 中 性 资产 组 合 的 价值 ) 。 








s( 词 ) delta-gamma delta 
58. 00 一 2.04 一 13 
58. 50 0.30 “9156 
59. 00 1.07 $26 
59. 50 0. 81 13. 69 
60. 00 0.02 19.45 
60. 50 “079 14. 22 
61. 00 = eh ve ip 
61. 50 = 从 = 一 28. 24 
62. 00 1.52 一 64. 93 





我 们 还 可 以 看 到 ， 在 给 定 的 股票 价格 范围 内 ， 在 实践 上 是 安全 的 。 
对 于 股票 价格 较 大 的 改变 ， 与 delta 套 期 保值 进行 比较 ， 我 们 的 头寸 状况 
也 有 所 改善 。 








S ( i ) delta-gamma delta 
50 一 614.08 “2233.19 
55 -78:22 一 554. 65 
60 0. 02 19. 45 
65 63. 13 一 481. 60 


70 440. 81 一 1.765. TI5 
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可 以 预见 ， 与 delta 风险 中 性 资产 组 合 相 比 ，delta-gamma 风险 中 性 
资产 组 合 对 股票 价格 变动 提供 的 保护 更 好 。 

delta-vega 套 期 保值 。 下 面 我 们 将 对 波动 率 的 增加 进行 套 期 保值 ， 而 
股票 的 价格 保持 很 小 的 变化 。 和 上 面 一 样 ， 可 以 利用 构造 包含 男 一 个 期 
权 的 delta-vega 风险 中 性 资产 组 合 实现 这 一 点 ， 这 个 条 件 为 


deltav 一 工 一 1 000deltace +Z deltaeE = 0 

vegav 一 一 ] 000vegacE +2vegaée =0 
由 这 些 条 件 ， 我 们 可 以 得 到 方程 组 

Z 一 581. 957 十 0. 312 373 他 一 0 

一 11 634. 305 十 8. 610 681 人 三 0 


其 近似 解 为 x+ 宇 159. 89, zx 全 1 351. 15, 相应 的 货币 头寸 y 储 一 7 311. 12。 
假设 1 天 以 后 波动 率 增加 ，o = 32%。 我 们 对 delta-vega 和 delta 套 
期 保值 结果 进行 比较 ， 如 下 表 所 示 。 


s( 忘 ) delta-vega delta 
58. 00 一 5. 90 一 299. 83 
58. 50 一 12.81 一 261.87 
59. 00 10:55 一 234. 69 
59. 50 一 14.99 一 218. 14 
60. 00 一 9. 06 一 此 00 
60.50 2.27 一 216. 33 
61.00 19.52 一 230.68 
61. 50 43. 17 一 254. 90 
62. 00 73.62 一 288.74 
练习 9.7 


利用 上 面 例子 中 的 数据 〈 股 票 价格 60 美元 ， 波 动 率 30%， 利 率 
8%)， 构 造 delta-rho 风险 中 性 资产 组 合 以 套 期 保值 施 权 价 为 60 
美元 ，90 天 以 后 施 权 的 1 000 个 看 涨 期 权 的 空头 头寸 。 我 们 引 
人 另 一 个 120 天 后 施 权 ， 施 权 价 为 65 美元 的 看 涨 期 权 。 分 析 资 
产 组 合 价值 对 股票 价格 变化 的 敏感 性 。 如 果 1 天 以 后 利率 上 升 
到 9%， 与 前 面 的 结论 进行 比较 ; 如 果 利 率 上 升 到 15% 将 会 
怎样 ? 


前 面 的 例子 显示 了 套 期 保值 策略 的 多 样 性 ， 对 策略 的 选择 取决 于 个 
体 的 目标 和 偏好 ， 我 们 没有 涉及 交易 成 本 和 长 期 套 期 保值 问题 ， 也 没有 


9.2 


9 
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讨论 其 他 衍生 工具 的 最 理想 选择 。 基 于 三 个 用 希腊 字母 表示 的 参数 的 资 
产 组 合 还 需要 引入 另外 的 衍生 证 券 。 它 们 可 以 提供 综合 性 的 回 补 (cov- 
er)， 尽 管 如 果 这 些 变量 保持 不 变 ， 它 们 的 绩效 会 变 坏 。 另 外 ， 如 果 包 含 
交易 成 本 ， 则 是 昂贵 的 。 


经 营 风险 套 期 保值 


我 们 先 引 入 风险 测量 的 另 一 种 方法 ， 这 需要 初步 了 解 衡 量 可 能 的 损 
失 的 大 小 和 概率 的 风险 。 


风险 价值 
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我 们 利用 一 个 简单 的 例子 来 介绍 基本 思想 。 我 们 以 S(0) 二 100 美元 
买 人 1 股 股票 ， 一 年 以 后 卖 出 。 卖 价 S(1) 是 随机 的 。 如 果 5S(1) 去 
100er， 我 们 将 遭受 损失 ， 这 里 ~ 是 在 连续 复合 之 下 的 无 风险 利率 。( 可 能 
是 贷款 融资 购买 ; 或 者 ， 如 果 初 始 金额 是 自 有 的 ， 我 们 考虑 被 放弃 的 无 
风险 投资 机 会 .) 损失 小 于 给 定 的 量 的 概率 ， 例 如 


PC100er 一 SC) 一 20) 


是 多 少 呢 ? 让 我 们 反 过 来 考虑 这 个 问题 ， 固 定 概 率 ， 比 如 说 是 95%， 我 
们 寻求 一 个 金额 ， 使 得 损失 不 超过 这 个 金额 的 概率 为 95% ， 称 它 为 在 置 
信 水 平 〈confidence level) 95% 之 下 的 风险 价值 ， 用 VaR 表示 。 于 是 
VaR 是 一 个 金额 ， 使 得 


P(100e’—S(1)<VaR)=95% 


应 当 指 出 ， 大 多 数 的 教科 书 在 论述 这 部 分 内 容 时 ， 都 忽略 了 货币 的 时 间 
价值 ， 仅 对 > 一 0 定义 VaR。 


例 9.1 
假设 股票 价格 服从 对 数 正 态 分 布 ， 对 数 收益 率 一 In So? ， 服 从 正 


态 分 布 ， 其 均值 m 二 12%， 标准 差 so 二 30%， 以 概率 95% 收 益 率 满足 二 
m 十 xo 衬 一 37. 50%， 其 中 N(x) 宇 5%。 于 是 ，xz 实 一 1. 645 (这 里 N(x) 
为 正 态 分 布 函数 ， 满 足 式 (8. 10)， 其 均值 为 0, 方差 为 1) 。 于 是 以 概率 
95%% ， 未 来 价格 S(1) 满足 
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S(1) 二 SC0)en+m 人 六 68. 83 (美元 ) 
于 是 ， 给 定 ~ 一 8%， 则 
VaR 一 SCO)er 一 S(0)e"+m” 信 39.50 (美元) 


练习 9.8 

估计 在 95% 的 置信 水 平 上 ， 对 于 1 000 美元 投资 于 欧元 1 年 的 
VaR。 如 果 投 资 于 欧元 的 无 风险 利率 reur 二 4%， 欧 元 兑换 美 
元 的 汇率 服从 m 二 1%，o 王 15% 的 正 态 分 布 。 考 虑 所 放弃 的 
无 风险 投资 于 美元 的 机 会 ， 假 设 美元 的 无 风险 利率 rusp 二 5%。 


练习 9.9 

203 假设 1 000 美元 投资 于 股票 欧式 看 涨 期 权 ， 股 票 现在 的 价格 
S(0) = 60 美元 。 期 权 6 个 月 以 后 到 期 ， 施 权 价 X = 40 美元 。 
再 假设 = 30%，r 三 8%， 股票 对 数 收益 率 的 期 望 是 12%。 计 
算 置 信 水 平 为 95%，6 个 月 以 后 的 VaR。 计 算 股 票 的 价格 超过 
5% 的 概率 ， 并 计算 相应 的 最 终 回报 。 


9.2.2 案例 研究 


我 们 将 讨论 借助 于 衍生 证 券 对 VaR 进行 管理 的 一 些 方法 。 我 们 将 利 
用 经 营 活动 的 一 些 简单 的 例子 ， 介 绍 这 些 方法 。 


案例 9.1 

一 个 公司 在 英国 制造 商品 ， 在 美国 出 售 ， 开 始 生产 需要 投资 500 万 
英镑 。 用 于 套 期 保值 策略 的 资金 可 以 以 16% 的 利率 借 到 。 考 虑 到 风险 因 
素 ， 投 资 者 要 求 的 收益 率 为 25%。 销 售 额 是 可 预测 的 ， 年 末 为 8 000 000 
美元 ; 成 本 每 年 为 3 000 000 英镑 。 美 元 的 利率 为 8% ， 英 镑 的 利率 为 
11% 〈 假 定 连续 复合 ) 。 现 在 的 汇率 为 1. 6 美元 兑换 1 英镑 。 汇 率 的 对 数 
收益 的 波动 率 估 计 为 oc 二 15%。 公 司 支付 20% 所 得 税 。 

首先 注意 ， 为 满足 投资 者 的 预期 ， 公 司 应 该 一 年 获 利 1 250 000 英镑 
用 于 支付 红利 。 较 低 的 利润 意味 着 红利 比 要 求 的 红利 低 。 从 投资 者 的 观 
点 看 ,这 是 损失 。 利 润 取决 于 年 末 的 汇率 4。 因 此 ， 某 些 风险 会 出 现 
(我 们 假设 其 他 值 为 预测 值 )。 

首先 ， 假设 没有 进行 风险 管理 。 

1. 无 套 期 保值 头寸 。 如 果 在 年 末 汇 率 d 为 1. 6 美元 兑换 1 英镑 ， 那 


204 么 净 盘 利 为 1 600 000 英镑 ， 计 算 过 程 如 下 《〈 所 有 的 金额 按 英镑 计 ) 。 


销售 额 5 000 000 
成 本 一 3o00000 
税 前 盈利 2 000 000 
税 一 400 000 
税 后 恒利 1 600 000 
红利 一 1 250 000 
结余 350 000 


收入 为 350 000 英镑 。 
而 如 果 汇 率 d 变 成 2 美元 兑换 1 英镑 ， 则 红利 将 减少 ， 投 资 者 最 终 
损失 450 000 英镑 (把 全 部 红利 作为 假设 的 成 本 ): 





销售 额 4 000 000 
成 本 一 3 000 000 
税 前 恒利 1 000 000 
税 一 200 000 
税 后 盈利 800 000 
红利 一 1 250 000 
结余 一 450 000 


我 们 现在 计算 VaR。 假 设 汇率 服从 如 下 形式 的 对 数 正 态 分 布 
d(i) 一 dl0)exp( (nm 一 rm 一 二 ):+oVN ) 


这 里 的 N 服从 标准 正 态 分 布 .中 以 概率 95%，N 不 超过 1. 644 9， 这 对 应 
于 汇率 d= 二 d(1) 实 1.965 0 美元 兑换 1 英镑 。 我 们 将 这 个 情况 表述 如 下 
(所 有 的 金额 按 英镑 计 并 四 舍 五 人 到 整数 位 ): 


销售 额 4 071 290 
-成 本 一 3000000_ 
税 前 盈利 1 071 290 
税 一 214 258 . 
税 后 盘 利 857 032 
红利 一 1 250 000 
结余 一 392 968 
205 ”因此 ，VaR 全 392 968 美元 。 最 后 的 结果 作为 汇率 的 函数 为 
Cd) = 80% Xx (2 3 000 000) —1 250 000 


= S40 000 3 650 000 


保本 汇率 满足 b(d) = 0， 近 似 等 于 1. 753 4 美元 兑换 1 英镑 。 在 最 优 的 
状态 下 ， 英 镑 最 弱 ， 例 如 ， 下 降 到 1. 5 美元 兑换 1 英镑 ， 最 终 的 余额 为 


176 了 依 芭 宙 字 主人 -全 大 训 守 、 
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616 667 英镑 。 

问题 是 ， 如 何 管理 这 个 风险 暴露 。 

2. 远 期 合约 。 解 决 这 个 问题 最 容易 的 方法 是 ， 利 用 签订 多 头 远 期 合 
约 固定 未 来 的 汇率 。 远 期 利率 为 4(0)eusp "cm 二 1.6Xe -29 一 1.552 7 美 
元 兑换 1 英镑。 因此， 公司 能 得 到 如 下 的 有 保证 结余 的 报表 ,但 是 如 果 
汇率 变 得 更 有 利 ， 不 可 能 获得 更 多 的 收益 。 


销售 额 5 152 273 
成 本 一 3 000 000 
税 前 盈利 2 152 273 
税 一 430 455 
税 后 盈利 1 721 818 
红利 一 1 250 000 
结余 471 818 


3. 利用 期 权 完 全 套 期 保值 。 利 用 期 权能 够 保证 汇率 不 超过 确定 的 水 
平 ， 且 在 一 段 时 间 内 能 够 保持 与 汇率 有 利 变 动 相 联 系 的 利润 。 但 这 是 有 
代价 的 ， 因 为 要 支付 期 权 费 。 

公司 可 以 买 人 英镑 的 看 涨 期 权 。 欧 式 看 涨 期 权 以 施 权 价 1.6 美元 购 
买 1 英镑 的 成 本 为 0. 066 9 美元 ,中 假设 公司 买 5 000 000 份 看 涨 期 权 ， 支 
付 209 069 英镑 ， 按 16% 的 利率 借入 这 个 金额 。 利 息 可 在 税 前 抵 扣 ， 使 
得 贷款 不 是 太 昂贵 。 而 最 终结 果 还 是 令 人 失望 


销售 额 5 000 000 
成 本 一 3 000 000 
息 税 前 到 利 2 000 000 
利息 一 33 451 
税 前 盈利 1 966 549 
税 一 393 310 
净 收 入 1573 239 
还 贷款 一 209 069 
红利 一 1 250 000 
结余 114 170 


如 果 汇 率 下 降 到 1. 5 美元 兑换 1 英镑 ， 期权 将 不 会 被 施 权 ， 销 售 额 
将 会 达到 5 333 333 英镑 ， 则 存在 一 个 正 的 最 终结 果 即 380 837 英镑 。 仅 
当 汇 率 下 降 到 1. 468 7 美元 兑换 1 英镑 时 ， 这 个 策略 才能 得 到 比 远 期 合约 
套 期 保值 更 好 的 结果 。 

4. 利用 期 权 部 分 套 期 保值 。 为 减少 期 权 的 成 本 ， 公 司 可 以 买 人 部 分 
看 涨 期 权 ， 为 的 是 部 分 地 抵 补 销售 额 中 的 美元 数量 。 假 设 公司 购买 与 完 
全 套 期 保值 情况 相同 的 看 涨 期 权 2 500 000 份 ， 支 付 完全 套 期 保值 情形 的 
一 半期 权 费 ， 收 入 的 一 半 有 风险 暴露 。 为 计算 在 95% 置信 水 平 下 的 
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od 


VaR， 我们 假设 这 个 金额 与 不 存在 套 期 保值 情 情况 下 一 样 ， 以 1.965 0 美 
元 兑换 1 英镑 交易 ， 而 另 一 半 按 施 权 价 交易 ， 即 


4 535 645 
成 本 一 3 000 000 
1 535 645 
利息 一 16 726 
1 518 919 
税 一 303 784 
1 215 136 
一 104 534 
红利 一 1 250 000 
结余 一 139 399 


如 果 汇 率 降 到 1. 5 美元 兑换 1 英镑 ， 投 资 者 将 有 498 752 英镑 盈余 。 

5. 期 权 和 远 期 合约 的 结合 。 最 后 ， 我 们 研究 如 果 公 司 使 用 两 种 衍生 
工具 套 期 保值 将 会 怎样 。 其 中 的 一 半 头 寸 利 用 期 权 套 期 保值 ， 在 最 坏 的 
情况 下 ， 公 司 将 以 1. 6 美元 兑换 1 英镑 的 汇率 ， 花费 一 半 资 金 购买 英镑 ; 
剩 下 的 一 半 资 金 按 远 期 汇率 1. 552 7 美元 兑换 1 英镑 交易 ， 结果 显示 如 下 
(我 们 将 所 有 策略 总 结 在 一 起 ) : 














FRR 
策略 1 2 3 4 5 
结果 一 392 968 471 818 114 170 一 139 339 292. 994 


这 些 结果 是 在 95% 的 置信 水 平 ， 按 1. 988 7 美元 兑换 1 英镑 汇率 计 
算出 来 的 。 
显然 ，VaR 仅 提供 了 各 种 策略 结果 的 部 分 信息 。 图 9 一 1 显示 了 上 面 
每 一 个 策略 作为 汇率 d 的 函数 的 最 终结 果 的 图 形 。 图 形 标明 了 表 中 的 策 
略 数 。 远 期 合约 的 策略 (策略 2) 看 起 来 是 最 安全 的 一 个 策略 。 坚 决 地 认 
为 英镑 会 大 幅 贬 值 的 冒险 的 投资 者 宁愿 不 抵 补 (uncovered) (策略 1 ) 。 
各 种 中 间 的 策略 也 是 可 利用 的 。 在 考察 这 些 图 形 时 ， 汇率 d 的 概率 分 布 
也 应 该 考虑 。 
结论 
1.54 


1.01 
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利用 衍生 产品 投机 


工具 
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为 设计 一 个 复杂 的 投资 工具 ， 我 们 利用 期 权 建 立 一 个 平台 ， 并 假设 
投资 者 对 于 未 来 的 股票 价格 有 独特 的 观点 ， 愿 意 承担 风险 。 我 们 的 任务 
是 ， 设 计 一 个 证 券 的 资产 组 合 ， 它 具有 能 够 满足 这 类 投资 者 的 指定 的 
回报 。 

假设 投资 者 预料 股票 价格 将 上 涨 ， 并且 想 在 股票 上 涨 时 投机 。 一 
个 简单 的 方法 是 买 人 看 涨 期 权 。 施 权 价 X 接近 于 股票 当前 的 价格 的 期 
权 价 格 与 股票 自身 价格 相 比 相当 便宜 ， 可 以 制造 一 个 有 风险 的 杠杆 头 
寸 。 我 们 在 下 面 的 案例 研究 中 可 以 看 出 ， 利 用 卖 出 施 权 价 X “二 X' 的 看 
涨 期 权 可 以 减少 期 权 费 。 按 这 种 方法 ， 我 们 能 够 建立 一 个 牛市 差价 期 权 
(bull spread)， 其 回报 如 图 9 一 2 所 示 。 如 果 股 票 的 增长 是 适度 的 ， 这 不 
策略 将 带 来 收益 。 


2 
> 十 - 
Eg ~ 


图 9 一 2 牛市 差价 期 权 


利用 施 权 价 X 二 X” 的 看 跌 期 权 ， 卖 出 前 者 ， 买 人 后 者 ， 我们 可 以 构 
建 当 未 来 股票 价格 降低 时 具有 正 的 回报 的 熊市 差价 期 权 (bear spread ) ， 
如 图 9 一 3 所 示 。 这 可 以 被 预测 股票 价格 会 适度 下 降 的 投资 者 利用 。 


9 一 3 ”熊市 差价 期 权 


如 果 投 资 者 认为 股票 价格 将 保持 不 变 或 者 仅 有 微小 的 改变 ， 则 可 选 
择 蝶 式 差价 期 权 (butterfly spread) ， 它 由 三 个 施 权 价 为 X' 二 X” 二 X” 的 
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看 涨 期 权 构成 。 两 个 看 涨 期 权 是 买 人 的 ， 其 中 一 个 的 施 权 价 为 X'， 另 一 
个 的 施 权 价 为 X”; 另 一 个 施 权 价 为 X” 的 看 涨 期 权 是 卖 出 的 。 图 9-4 显 
示 出 X 是 其 他 两 个 施 权 价 平均 值 的 情形 。 转 向 蝶 式 期 权 (reversed but- 
terfly) 是 相反 的 策略 ， 当 股票 价格 变动 时 可 以 带 来 利润 。 (在 命题 7.8 
的 证 明 中 ， 我 们 简单 论述 过 蝶 式 差价 期 权 。) 








图 9 一 4 蝶 式 期 权 


最 后 ， 我 们 观察 到 ， 由 任意 直线 段 构成 的 连续 回报 函数 可 由 看 涨 期 
权 和 看 跌 期 权 构造 出 来 。 图 9 一 5 概要 地 说 明 如 何 将 目标 利润 逐步 地 分 解 
到 具有 各 种 施 权 价格 的 期 权 资 产 组 合 中 。 每 个 施 权 价 的 期 权 数量 的 选择 
与 目标 利润 的 斜 度 相 匹配 。 这 样 的 结构 足以 满足 实践 的 需要 ， 因为 任何 
连续 的 回报 函数 都 可 以 用 直线 段 近似 。 


3.3.2 案例 研究 
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我 们 将 资产 组 合理 论 方法 和 我 们 前 面 描述 的 工具 相 结合 。 考虑 对 资 
产 的 未 来 价格 有 特殊 看 法 的 投资 者 ， 他 准备 承受 一 定 的 风险 ， 为 的 是 增 
加 期 望 收益 。 


案例 9.2 

投资 者 拥有 15 000 美元 ， 他 相信 下 个 月 某 只 股票 价格 会 上 涨 ， 股票 
预期 年 化 收益 率 ys 二 31%。 当 前 的 股票 价格 S(0) 二 60 美元 。20 天 到 期 
的 施 权 价 为 60 美元 的 看 涨 期 权 的 期 权 费 为 2. 112 美元 。 有 效 无 风险 利率 
为 12%。 

我 们 利用 二 叉 树 模型 分 析 这 个 案例 。 假设 一 天 交易 一 次 ， 股 票 上 涨 
和 下 跌 的 概率 相同 。 我 们 还 简单 地 假设 1 年 为 360 天 。20 天 的 无 风险 利 
率 re 衬 0.631 6% (根据 有 效 利率 12% 得 出 )。15 000 美元 进行 无 风险 投 
资 20 天 后 将 变 成 15 094. 74 美元 。 考虑 如 下 的 风险 投资 ; 

1. 股票 。 股 票 投资 得 到 的 期 望 收益 As 全 1.511 5% (等 价 于 年 收益 
率 31%)。 买 人 250 股 ,投资 者 20 天 以 后 将 会 得 到 15 226. 72 美元 ， 风 
险 可 由 如 下 的 期 权 价 格 估计 出 来 。 

2. 看 涨 期 权 。 一 个 风险 更 大 的 替代 做 法 是 买 人 看 涨 期 权 。 收益 率 是 
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下 不 六 下 
TT 下 本 


图 9 一 5 分 解 目 标 回 报到 期 权 
随机 的 ， 依 赖 于 20 天 后 的 股票 价格 ， 即 


(s(88)—%) 一 


为 计算 期 权 的 期 望 收益 ， 我 们 计算 由 期 权 价格 和 股票 期 望 收 益 构成 的 二 
叉 树 模型 的 参数 ， 假 设 股票 上 涨 和 下 跌 的 概率 都 是 专 。 首 先 计算 1 天 的 
无 风险 收益 率 

r 一 (1 十 12%) 击 一 1 兰 0.031 5% 
然后 写 出 每 天 股票 上 涨 和 下 跌 使 得 年 收益 率 为 31% 的 条 件 ， 即 


好 4 (+31%) 南 一 1 守 0.075% 


看 涨 期 权 的 价格 给 出 了 w 和 a 的 另 一 个 条 件 ， 最 后 我 们 得 到 如 下 值 3，; 
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u 守 1.857 1%, d 守 一 1.707 0% 
现在 我 们 能 够 计算 这 个 问题 期 限 内 的 标准 差 (利用 市 场 的 实际 概率 久 一 
(二 )o.5m， & 一 0，1，…，20)， 即 


as 位 8.096 2% 
最 后 ， 我 们 计算 投资 期 权 的 期 望 收益 率 和 风险 ， 
Ac 僚 14. 845 3%, cc 六 153. 969 3% 


收益 是 可 观 的 ， 但 风险 也 是 可 观 的 。 注 意 有 0. 411 9 的 概率 ， 投资 者 可 能 
损失 所 有 的 货币 。 

3. 远 期 合约 。 远 期 价格 近似 等 于 60. 38 美元 。 假 设 签订 远 期 合约 需 
要 股票 价格 的 20% 的 保证 金 ， 即 每 股 12 美元 。 投 资 者 有 能 力 签订 1 250 
份 远 期 合约 。 在 二 叉 树 模型 中 ， 期 望 收益 和 风险 为 


kAF 守 4.399 3%, orF 人 六 40.481 1% 


注意 ， 如 果 股票 价格 下 降 到 48. 38 美元 之 下 ,投资 者 将 损失 保证 金 ， 并 
承受 男 外 的 损失 ， 导 致 收益 率 低 于 一 100%。 

4. 期 权 与 无 风险 投资 结合 。 如 果 期 权 和 无 风险 投资 结合 ， 则 可 以 对 
一 定 的 套利 水 平 的 风险 进行 调整 。 假 设 投资 者 愿意 接受 类 似 于 股票 投资 
的 风险 。 投 资 94. 741 7% 的 资本 于 无 风险 资产 ， 其 余 的 投资 于 期 权 ， 投 
资 者 可 以 构造 与 股票 具有 相同 的 标准 差 的 资产 组 合 。 但 该 资产 组 合 的 预 
期 收益 将 略 低 于 股票 ， 即 


pp 位 1.379 0%, op8.096 2% 


注 9.2 
在 (o,y) 平面 上 ， 连接 无 风险 资产 F 和 任意 另 一 个 资产 组 合 A 的 


直线 的 斜率 为 4 一， 称 它 为 风险 的 市 场 价格 。 它 可 以 用 于 比较 不 同 的 


资产 组 合 ， 斜 率 陡 的 那些 更 好 。 我 们 可 以 看 到 ， 上 面 的 风险 投资 具有 类 
似 的 风险 的 市 场 价格 ， 每 一 种 大 约 为 0. 1。( 如 果 股票 价格 使 用 布莱克 -斯 
科 尔 斯 模型 ， 实 际 上 这 些 值 是 相同 的 .， 


如 果 我 们 考虑 VaR， 可 以 看 出 投资 于 期 权 和 无 风险 资产 构成 的 资产 
组 合 的 优点 ， 两 个 不 同 的 置信 水 平 我 们 在 下 表 中 给 出 (这 个 选择 与 二 又 
树 模型 中 的 概率 不 矛盾 )。 另 一 方面 ， 如 果 全 部 金额 仅 投资 于 期 权 ， 则 
VaR 将 非常 高 ， 即 在 给 定 的 置信 水 平 上 将 损失 重大 。 
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期 权 与 
无 风险 资产 


风险 的 市 场 价格 0. 108 7 0.092 3 0.093 1 0.092 3 


置信 水 平 为 94. 23% 
的 VaR (美元 ) 1931.78 15 000.00 9 753. 85 788. 75 


置信 水 平 为 99. 41% 
的 VaR (美元 ) 2 836. 34 15 000. 00 14 297. 27 788.75 


投资 股票 看 涨 期 权 ”” 远 期 合约 


案例 9.3 
对 公司 进行 考察 后 ， 分 析 者 得 出 结论 : 20 天 以 后 ， 股 票 价格 不 会 低 
于 58 美元 ， 也 不 会 超过 66 美元 。 所 有 的 市 场 参数 与 案例 9. 2 相同 。 从 
分 析 者 的 观点 ， 对 股票 、 期 权 、 施 权 价 为 58 美元 和 60 美元 的 牛市 差价 
期 权 的 期 望 收益 和 风险 进行 比较 。 
213 我 们 建立 一 个 可 以 反映 分 析 者 观点 的 简单 的 模型 。 分 析 者 得 到 的 额 
外 的 信息 将 产生 与 市 场 概率 已 相 比较 的 调整 概率 。( 与 前面 一 样 ， 我 们 假 


设 在 每 个 时 段 ， 股票 上 涨 和 下 跌 的 概率 都 是 方 .) 也 就 是 ， 由 分 析 者 指定 
的 概率 Q 是 以 事件 58 三 S(20) 三 66 为 条 件 的 市 场 概率 ， 特 别 地 
Q(S(20) = zx) = P(S(20)=zx|58S(20) 66) 


PCS(20) = z) 
|< SD 58<x<66 
0 元 二 50 或 二 >66 


因此 ， 分 析 者 将 得 到 如 下 值 。 
1. 股票 。 在 调整 概率 Q 之 下 ， 有 


1s2. 678 8%, os 储 3.925 7% 
2. 看 涨 期 权 。 取 一 个 施 权 价 XX 二 58 美元 的 看 涨 期 权 ， 则 有 CE 人 


3. 292 3 美元 (这 个 价格 是 由 20 天 后 股票 价格 没有 任何 限制 的 两 又 树 模 
型 计算 出 的 )。 对 在 期 权 上 的 投资 ， 我 们 有 


Ac 位 9.569 3%%，cc 社 71.544 1% 
3. 牛市 差价 期 权 。 我 们 购买 一 份 施 权 价 为 58 美元 、 卖 出 一 份 施 权 价 


为 60 美元 的 看 涨 期 权 构造 差价 期 权 。 前 者 的 期 权 费 支付 为 3. 292 3 美元 ， 
于 是 这 个 差价 期 权 的 成 本 为 1. 180 3 美元 。 期 望 收益 和 风险 为 


kbull 38. 409 4%, ovu 实 52. 399 7% 


4. 牛市 差价 期 权 与 无 风险 资产 结合 。 假 设 将 资本 的 94. 580 9% 投 资 
于 无 风险 资产 ， 其余 的 投资 于 牛市 差价 期 权 ， 我们 可 以 构造 一 个 与 股票 
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的 期 望 收益 相同 但 风险 较 低 的 资产 组 合 P， 即 
jp2.678 8%, op2. 839 6% 


从 VaR 的 观点 ， 我 们 考虑 最 坏 的 状态 〈 在 投资 者 接受 的 范围 内 ) 一 一 当 
S(20) 实 58. 59 美元 时 ， 条 件 概率 为 0. 259 7。 在 这 个 状态 下 ， 上 面 的 每 
一 个 投资 都 会 带 来 损失 ， 可 以 认为 这 是 在 74.03% 置 信 水 平 上 的 VaR。 
这 些 VaR 值 和 市 场 风 险 价格 如 下 : 


牛市 差价 。 ”牛市 差价 期 权 
期 权 与 无 风险 资产 


市 场 风 险 价格 0.5 0.1 人 0.7 


置信 水 平 为 74.03% 
的 VaR (美元 ) 447 12 409 7 602 412 
Se 
牛市 差价 期 权 与 无 风险 资产 相 结合 显然 是 最 好 的 ， 与 其 他 的 投资 相 
比 ， 这 一 策略 具有 最 高 的 风险 的 市 场 价格 和 最 低 的 VaR。 
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练习 9. 10 
验证 上 面 的 计算 结果 ， 并 考虑 由 一 个 买 人 施 权 价 为 60 美元 的 看 
涨 期 权 和 卖 出 施 权 价 为 62 美元 的 看 涨 期 权 构成 的 牛市 差价 期 权 
的 调整 。 计 算 期 望 收益 、 风 险 和 VaR，。 


练习 9. 11 

利用 前 面 的 二 叉 树 模型 框架 ， 考 虑 一 个 分 析 者 的 情况 。 这 个 分 
析 者 确信 股票 价格 会 下 跌 , 但 20 天 以 后 下 跌幅 度 不 会 超过 
20%。 对 于 一 个 由 施 权 价 为 56 美元 和 施 权 价 为 58 美元 的 看 跌 
期 权 构成 的 熊市 差价 期 权 ， 计 算 期 望 收益 、 风 险 和 最 坏 的 可 能 


结果 的 VaR。 
【注释 】 
[1] 参见 Etheridge (2002)，Sect 5. 3。 
[2] 取 SC(0) 二 d(0)exp( 一 rcsp), r= 二 rusp，t 二 1， 对 期 权 应 用 8.3 节 的 布莱克 -斯 


科 尔 斯 公式 。 

[3] 取 任 意 的 值 x， 计 算 20 天 以 后 即 21 天 的 股票 价格 、 期 权 的 回报 、 风 险 中 性 
概率 和 期 权 的 最 终 价格 。 利 用 Excel 软件 中 的 单 变量 求解 方法 (或 试 错 法 trial and 
error))， 计 算 w 值 以 使 得 期 权 的 价格 与 给 定 的 相同 。 
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本 章 从 一 个 模型 开始 ， 在 这 个 模型 中 ， 被 债券 隐 含 着 的 利率 不 取 
决 于 到 期 日 。 如 果 利 率 是 确定 的 ， 那 么 利率 必定 为 常数 ， 且 模型 会 变 
得 太 简单 ， 不 足以 描述 现实 生活 的 状况 。 如 果 扩 展 到 允许 利率 随机 变 
化 ， 则 可 以 引入 称 为 债券 久 期 的 数学 工具 处 理 风险 管理 问题 。 最 后 ， 
我 们 将 证 明 依赖 于 到 期 日 (maturity-dependent) 的 利率 也 不 可 能 是 确定 
的 ， 这 就 为 下 一 章 提供 了 研究 动因 和 注释 ， 我们 在 第 11 章 中 将 论述 随 
机 利率 模型 。 

与 第 2 章 一 样 ,假设 B(t, T) 为 在 时 间 (到 期 日 到 期 的 单位 债 
券 在 时 间 1 (运行 时 间 (running time)〉 的 价格 。 对 两 个 时 间 变 量 的 依赖 
性 使 得 债券 价格 模型 在 数学 上 产生 了 困难 。 这些 价格 对 于 精确 地 描述 货币 
的 时 间 价 值 是 必需 的 。 在 第 2 章 中 ， 我 们 已 经 知道 在 利率 为 常数 的 假设 
之 下 ,债券 价格 如 何 隐 含 利率 。 在 本 章 中 ， 我 们 将 放松 这 个 限制 ， 允 许 
利率 是 可 变 的 。 

在 本 章 和 第 11 章 中 ， 我 们 假设 时 间 是 离散 的 ， 尽 管 这 个 理论 的 某 些 
部 分 可 以 容易 地 扩展 到 连续 时 间 的 情形 。 我 们 固定 一 个 时 间 段 r， 记 上 一 


mn 为 运行 时 间 ; = zN 为 到 期 时 间 。 在 大 多 数 例子 中 ， 我 们 取 r 一 二 或 


者 r* 一 1， 并 用 记号 B(n,，N) 代替 零 息 单位 债券 价格 B(:，T)。 我 们 使 用 
连续 复合 ， 这 简化 了 符号 ， 并 能 够 始终 如 一 地 处 理 任何 长 度 的 时 段 。 








10. 1 与 到 期 日 无 关 的 收益 率 


216 单位 零 息 债券 的 现 值 确定 的 利率 称 为 收益 率 (yield)， 并且 用 y(0) 
表示 ， 为 的 是 强调 从 时 间 0 开始 计算 的 事实 ， 即 


B(0, N) 一 e No 


对 于 满足 条 件 0 二 ”< N 的 运行 时 间 瞬 间 ) 隐 含 的 收益 率 ， 一 般 来 说 与 
(0) 不 同 。 对 于 每 一 个 z， 存 在 一 个 数 y(n) 满足 


Bl(n, N) 一 e 一 CN 一 mry(m) 


一 般 地 〈 在 大 多 数 实 际 情况 中 )， 具有 不 同 到 期 日 的 债券 隐 含 的 收益 率 不 
同 。 然 而 ， 在 本 节 中 ， 我 们 将 考虑 一 种 简化 的 情况 ， 其 中 y(n) 与 NN 无 
关 ， 即 到 期 日 不 同 的 债券 产生 的 收益 率 相同 。 从 10. 2 节 开 始 ， 我 们 将 放 
松 到 期 日 的 独立 性 。 


命题 10. 1 

如 果 对 某 个 二 0， 收 益 率 y(n) 在 时 间 0 已 知 ， 则 y(0) 二 y(n)， 否 
则 存在 套利 机 会 。 

证 明 

假设 y(0) 一 >(z) 。 (为 确定 不 等 式 是 否 成 立 ， 我 们 必须 知道 y(0)， 
而 且 还 要 知道 y(n),) 

e 借入 1 美元 ， 借 期 从 0 到 ”十 1， 并 将 它 存 人 银行 ， 存 期 从 0 到 ”， 
两 者 的 利率 都 是 >(0) (可 以 认为 ， 收益 率 是 存款 和 贷款 的 利率 ) 。 

® 在 时 间 >， 取 出 存款 和 利息 ， 总 额 为 eeo ， 以 利率 y(n) 将 这 个 
金额 进行 单 时 段 投资 .在 时 间 nn 十 1 有 ew 路 +e， 初始 贷款 需要 支付 
ecn+ Dry(0) 导致 一 个 正 的 余额 enry(0) (ey 一 ery(0) ) 这 就 是 套利 利润 。 

相反 的 不 等 式 y(0) > y(n) 可 以 用 类 似 的 模式 处 理 。 口 


练习 10.1 
令 r= 该。 如 果 收 益 率 与 到 期 日 无 关 ， 单 位 债券 在 时 间 6 ( 半 


年 ) 到 期 ， 交 易 价格 为 B(0，6) = 0. 932 0 美元 ，B(3, 6) 一 
0. 966 5 美元 ， 这 两 个 价格 在 时 间 0 已 知 ， 计算 套利 。 


217 由 命题 10. 1， 如 果 收 益 率 与 到 期 日 无 关 ， 并 且 是 确定 性 的 〈 即 对 任 
意 n 宇 0, y(n) 是 预先 已 知 的 ) ， 则 y(n) 必 为 常数 ， 即 y(n) = y 对 所 有 
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的 ”都 成 立 。 第 2 章 就 是 这 种 情况 , 在 第 2 章 中 ， 所 有 债券 价格 被 单一 利 
率 确定 。 收 益 率 y(n) 二 y， 与 无关，y 等 于 先前 用 > 表示 的 常数 无 风险 
利率 。 

历史 的 债券 价格 展示 了 不 同 的 画面 : 过 去 记录 的 债券 价格 隐 含 的 收 
益 率 显 然 会 随 着 时 间 的 推移 发 生变 化 。 在 无 套利 模型 中 ， 如 果 承 认 收 益 
率 会 随 着 时 间 的 推移 发 生变 化 ， 但 与 到 期 日 无 关 ， 我 们 应 允许 收益 率 是 
随机 的 ， 即 是 预先 不 可 预测 的 ，y(n) 将 会 高 于 或 低 于 y(0) 。 

因此 ， 我 们 假设 在 每 个 时 间 瞬 间 ， 收 益 率 y(n〉 是 独立 于 基础 证 券 到 
期 日 的 正 的 随机 数 。 

我 们 的 目的 是 分 析 债 券 投 资 的 回报 率 和 利率 随机 变化 引发 的 风险 。 
假设 我 们 准备 投资 确定 的 货币 金额 已 ， 期 限 为 N 时 段 。 如 果 收 益 率 y 保 
持 不 变 ， 那 么 ， 正 如 我 们 在 第 2 章 中 论述 的 ， 最 终 的 财富 将 是 Pexo ， 这 
是 我 们 应 对 未 预料 到 的 利率 变动 设计 套 期 保值 策略 的 基准 。 


10. 1.1 在 单个 债券 上 的 投资 
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如 果 我 们 投资 于 零 息 债券 并 持 有 至 到 期 日 ， 那 么 收益 率 是 有 保障 的 ， 
因为 最 终 的 支付 是 事先 固定 的 ， 不 受 将 来 利率 变化 的 影响 。 但 是 ， 如 果 
我 们 选择 在 到 期 日 之 前 卖 出 债券 ， 结 束 投资 ， 我 们 就 会 面临 在 此 期 间 利 
率 变化 对 投资 最 终 价值 产生 不 利 影响 的 风险 。 


例 10.1 
假设 我 们 投资 于 期 限 为 6 个 月 的 债券 ， 令 + 一 十。 我 们 买 人 1 年 以 


后 到 期 的 单位 债券 ， 每 份 债券 支付 BC(0，12) 二 0. 930 0 美元 ， 这 个 价格 
隐 含 的 利率 y(0) 兰 7. 26%。 因 为 我 们 准备 在 时 间 n = 6 卖 出 债券 ， 所 以 
我 们 关心 价格 B(6,12) 或 者 相应 的 等 价 收益 率 y(6)。 现 在 我 们 讨论 以 下 
几 种 可 能 的 状况 : 

1. 利率 是 固定 的 ，y(6) 二 7. 26%。 债 券 价格 为 B(6, 12) 二 0. 964 4， 
且 投资 的 对 数 收益 率 为 3.63%， 等 于 利率 的 一 半 ， 符 合 对 数 收益 率 的 可 
加 性 。 

2. 假如 利率 减 到 y(6) = 6. 26% ( 按 惯 例 ，0.01% 为 一 个 基点 ， 于 是 
这 里 利率 下 降 了 100 个 基点 )， 那 么 ，B(6, 12) 信 0. 969 2， 高 于 状况 1 中 
的 价格 ， 因此， 可 以 获得 更 多 收益 ， 对 数 收益 率 达 到 4. 13%。 

3. 收益 率 增加 到 y(6) = 8. 26%。 在 这 种 情况 下 ， 投 资 的 对 数 收益 率 
为 3.13%， 低 于 状况 1， 债 券 价格 为 B(6 ，12) 二 0. 959 6。 

我 们 可 以 看 到 这 样 的 模式 ， 如果 利 率 降低 ， 则 对 债券 持 有 者 而 言情 


况 变 好 ; 利率 提高 ， 则 情况 变 坏 。 容 易 计 算出 这 种 投资 收益 的 一 般 公 式 。 
假设 初始 收益 率 y(0) 随机 变化 ， 在 时 间 mn，>(z) 天 >(0)。 因 此 


B(0, N)=e yON, BC(n, N) = eyWrN-» 
在 时 间 n， 结 算 投 资 的 收益 是 


0 6 7 ON—KDr(N—mD 
k(0, n) 一 In BO N) ln ex 


= YON—y(Wr(N—n) 
我 们 可 以 看 出 ， 当 y(n) 上 升 时 ， 收 益 率 会 下 降 。 利 率 变化 对 收益 率 的 影 
响 依 赖 于 时 间 选择 。 例 如 ， 如 果 r 一 古 , N 一 12, n 一 6， 那么 ， 与 利率 不 
变 的 情况 相 比 ， 利 率 增加 120 个 基点 将 会 导致 收益 率 减少 约 0.6%。 





练习 10.2 
令 r 一 十， 投资 100 美元 于 6 个 月 的 零 息 债券 :交易 价格 BC0， 


6) 一 0. 940 0 美元 。 在 6 个 月 之 后 再 投资 于 同 种 债券 ， 现 在 的 交 
易 价 格 为 B(6，12) 二 0. 936 8 美元 。 计算 隐 含 的 利率 ， 并 计算 
每 个 时 间 持 有 债券 的 数量 。 计 算 一 整 年 投资 的 对 数 收益 率 。 


练习 10.3 
假设 BC0, 12) 一 0. 870 0 美元 ， 如 果 投 资 6 个 月 零 息 债券 的 对 数 
收益 率 为 14%， 那 么 6 个 月 之 后 的 利率 是 多 少 ? 


练习 10. 4 
在 本 练习 中 ， 我 们 取 r 一 了 65 《这 里 假设 1 年 为 360 天 )， 让 时 间 


刻度 更 精细 些 。 假 设 B(0，360) = 0. 920 0 美元 ， 利 率 在 初始 6 

219 个 月 保持 不 变 ， 在 第 180 天 时 上 升 200 个 基点 ， 并 以 此 水 平一 
直 保 持 到 年 末 。 如 果 一 只 债券 在 年 初 购买 ， 在 哪 一 天 出 售 会 得 
到 4. 88% 的 对 数 收 益 率 或 者 更 多 ? 


在 附 息 债券 上 的 投资 更 复杂 ， 即 使 债券 被 持 有 至 到 期 日 ， 因 为 在 此 
期 间 支付 息 票 而 且 利息 可 以 再 投资 。 这 种 投资 的 收益 率 依赖 于 息 票 支付 时 
的 现行 贴现 率 。 首 先 考虑 相对 简单 的 情况 ， 即 投资 在 第 一 次 息 票 支付 时 立 
刻 终止。 


例 10.2 
我 们 投资 1 000 美元 于 面值 100 美元 、 年 息 票 10 美元 的 4 年 期 债 
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券 。 这 种 附 息 债 券 可 以 看 做 4 个 零 息 债券 的 组 合 ， 其 到 期 日 分 别 在 1， 
2，3，4 年 之 后 ， 面 值 分 别 为 10 美元 ，10 美元 ，10 美元 ，110 美元 。 
假设 这 种 附 息 债券 价格 为 91. 78 美元 ， 这 可 以 表示 为 下 面 4 个 零 息 债 
券 价 值 之 和 ， 即 


91.78 王 10e yo 十 10e 2 十 10e ao 十 110e 4 


〈 这 里 的 时 段 长 度 r 一 1。) 求解 该 方程 可 得 到 收益 率 y(0) 衬 12%。 我 们 可 
以 购买 10. 896 份 该 附 息 债券 。 在 1 年 后 ， 把 息 票 变现 可 得 108. 96 美元 ， 
并 出 售 债券 ， 这 时 债券 变 为 3 年 期 的 附 息 债券 。 考 虑 下 面 3 种 状况 : 

1. 1 年 后 利率 保持 不 变 ， 即 y(1) 二 12%， 附 息 债券 价值 为 


10e-%12 十 10e-2x%12 十 110e-3xo12 全 93.48( 美 元 ) 


我 们 总 共 收 到 108. 96 十 1 018. 52 宇 1 127. 48 美元 。 
2. 1 年 后 利率 减少 到 10%， 结 果 附 息 债券 价值 为 


10e 1F106 :X01106 :过 98,73 (美元 ) 


可 以 获得 1 184. 63 美元 。 
3. 1 年 后 利率 增加 到 14%， 债券 的 交易 价格 为 88. 53 美元 ， 投 资 的 
最 终 价值 为 1 073. 51 美元 。 


练习 10. 5 
计算 收益 率 y(1)， 使 得 在 例 10. 2 中 投资 的 对 数 收益 率 为 : (a) 
12%; (b) 10%; (c) 14%。 


如 果 投 资 期 限 超过 1 年 ， 我 们 将 遇 到 息 票 的 再 投资 问题 。 在 例 10. 3 
中 我 们 假设 息 票 都 用 来 购买 同一 债券 。 


例 10.3 

我 们 重新 分 析 例 10. 2， 但 是 这 里 我 们 所 关心 的 是 在 3 年 后 终止 投资 
的 情形 。 在 1 年 之 后 ， 我 们 将 息 票 再 投资 于 同样 的 3 年 期 的 附 息 债 券 。 
考虑 1 年 之 后 的 如 下 状况 : 

1. 利率 在 投资 期 限 内 保持 相同 ， 即 y(0) = y(1) = y(2) = y(3) = 
12%。 债 券 价格 为 93. 48 美元 ， 于 是 收 到 108. 96 美元 的 息 票 可 以 购买 
1. 17 份 债券 ， 持 有 的 债券 总 数量 增加 到 12. 06 份 。 我 们 可 以 简单 地 用 债 
券 现 价 乘 以 所 持 有 的 债券 数 追 踪 投 资 价值 。 在 下 一 年 我 们 同样 使 用 这 种 
运算 。3 年 之 后 ， 我 们 变现 息 票 并 出 售 债券 ， 最 终 投资 价值 为 1 433. 33 
美元 。 该 值 可 以 作为 其 他 状况 的 标准 ， 注 意 


1 433: 33 宇 1 000e’*¥% 





等 于 用 1 000 美元 投资 于 零 息 债券 3 年 后 的 价值 。 我 们 把 一 系列 投资 总 结 


在 下 表 中 。 
年 0 1 2 3 

利率 (%) 12 12 12 12 
息 票 1 的 现 值 (美元 ) 8. 87 10. 00 

息 票 2 的 现 值 (美元 ) .87 8. 87 10. 00 

息 票 3 的 现 值 〈 美 元) 6. 98 7.87 8. 87 10. 00 
息 票 4 的 现 值 〈 美 元 ) 6. 19 6. 98 《7 8. 87 
面值 的 现 值 (美元 ) 61. 88 69.77 78. 66 88. 69 
债券 价格 (美元 ) 91.78 93. 48 95. 40 97. 56 
息 票 变现 〈 美 元 ) 108. 96 120. 60 133. 26 
额外 的 债券 和 1. 26 

债券 总 数 10. 90 12. 06 13. 33 

投资 价值 〈 美 元 ) 1 000. 00 1 127. 50 1 271. 25 1 433. 33 


2. 假设 1 年 之 后 利率 下 降 2%， 然 后 保持 在 新 的 水 平 。 利 率 的 下 降 
将 导致 债券 价格 上 升 ， 由 息 票 购买 的 债券 数量 比 状况 1 少 。 无 论 怎样 ， 
2 投资 的 最 终 价值 会 更 高 ， 因 为 3 年 以 后 卖 出 债券 的 价格 更 高 ， 如 下 表 所 示 。 





年 0 1 2 3 
利率 (%) 12 10 10 10 
息 票 1 的 现 值 (美元 ) 8. 87 10. 00 
息 票 2 的 现 值 〈 美 元) 7. 87 9.05 10. 00 
息 票 3 的 现 值 (美元 ) 6. 98 8. 19 9. 05 10. 00 
息 票 4 的 现 值 美元) 6. 19 7.41 8. 19 9.05 
面值 的 现 值 (美元) 61. 88 74.08 81. 87 90. 48 
债券 价格 (美元 ) 91. 78 98. 73 99. 11 99. 53 
息 票 变现 〈 美 元 ) 108. 96 119. 99 132. 10 
额外 的 债券 1. 10 本 | 
债券 总 数 10. 90 12. 00 二 
投资 价值 〈 美 元 ) 1 000. 00 1 184. 65 1 309. 25 1 446. 94 


3 如果 利率 增加 到 14% 并 保持 不 变 ， 债 券 价格 比 状况 1 低 ， 投 资 的 
最 终 价值 将 会 变 少 ， 如 下 表 所 示 。 
有 
利率 (%) 12 14 14 14 
息 票 1 的 现 值 (美元 ) 8.87 10. 00 
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222 


续 前 表 


二 -一 


年 0 1 3 
息 票 2 的 现 值 〈 美 元 ) 7. 87 8.69 10. 00 
息 票 3 的 现 值 〈 美 元 ) 6. 98 7. 56 8. 69 10. 00 
息 票 4 的 现 值 〈 美 元 ) 6.19 6. 57 7.56 8. 69 
面值 的 现 值 〈 美 元 ) 61. 88 65. 70 75. 58 86. 94 
债券 价格 (美元 ) 91.78 88. 53 91. 83 95. 63 
息 票 现金 〈 美 元 ) 108. 96 121. 26 134. 46 
额外 的 债券 1. 23 1.32 
债券 总 数 10. 90 12. 13 13. 45 
投资 价值 (美元 1000.00 1073.53 1234.85 1420.41 


下 面 ， 考 虑 与 上 面 的 投资 具有 同样 可 能 状况 的 投资 ,但 是 附 息 债券 
的 息 票 为 32 美元 ， 每 年 支付 一 次 ， 所 有 其 他 变量 保持 不 变 。 结 果 如 下 : 


状况 3 年 后 的 价值 〈 美 元 ) 
12%, 12%, 12%, 12% 1 433. 33 
12%, 10%, 10%, 10% 1 433. 68 
12%, 14%, 14%, 14% 1 433.78 


值得 注意 的 是 ， 利 率 的 变化 会 引起 投资 价值 的 变化 。 当 利率 发 生 不 
利 变化 时 ， 我 们 不 会 发 生 损失 ;而 在 其 他 的 情况 下 ， 我 们 也 没有 收益 。 
这 可 用 如 下 事实 解释 : 在 10.1.2 节 中 定义 的 称 为 久 期 duration) 的 债 
券 的 参数 恰好 等 于 投资 期 。 在 某 种 意义 上 说 ， 债 券 的 性 质 近 似 于 指定 到 
期 日 的 零 息 债券 。 


练习 10.6 
验证 上 表 给 出 的 数据 。 


练习 10.7 
1 000 美元 投资 于 面值 100 美元 、 年 息 票 32 美元 的 4 年 期 的 债 
券 ， 计 算 3 年 后 的 价值 。 如 果 各 年 的 利率 为 


状况 1: 12%, 11%, 12%, 12% 
状况 2: 12%,，13%, 12%,，13% 


设计 表格 ， 并 用 各 种 利率 尝试 。 


10. 1.2 久 期 


我 们 已 经 论述 过 ， 可 变 利 率 会 导致 债券 未 来 价值 的 不 确定 性 ， 这 对 
于 一 个 年 金 的 管理 者 而 言 ， 也 许 是 一 个 困扰 ， 甚 至 是 不 可 接受 的 。 在 本 
节 中 ， 我 们 介绍 一 个 工具 使 得 对 这 种 投资 的 免疫 成 为 可 能 ， 至 少 在 本 节 
考虑 的 收益 率 独立 于 到 期 日 的 特殊 状况 是 这 样 。 

为 简化 符号 ,假设 > 为 当前 收益 率 y(0)。 考 虑 一 个 附 息 债券 ， 其 息 
票 为 Ci， C2， i CN， 在 时 间 为 0=m=m my 支付 ， 并 且 面 值 
为 下 ， 到 期 日 为 rnw。 债 券 的 当前 价格 为 


P(y)=Cie ?十 Cae rz 十 … 十 (Cv 十 F)ermy (10. 1) 
债券 的 久 期 定义 为 


_ ECie ri? 十 rzCze "十 十 tnN (CN 二 +F)e ny 
D(y) Te 
(10. 2) 


Cie wi3/P(y), Cze 2?/P(y),，…， (Cw 十 F)e-ww/P(y) 是 非 负 的 ， 其 
和 为 1， 于 是 可 以 把 它们 视 为 权重 或 者 概率 。 可 以 这 样 说 ， 久 期 是 未 来 支 
付 时 间 的 加 权 平 均 。 任何 未 来 现金 流 的 久 期 都 可 以 用 类 似 的 方式 定义 。 


223 入 期 测度 了 债券 价格 对 利率 变化 的 敏感 性 ， 为 了 看 清 这 一 点 ， 我 们 
计算 债券 价格 对 y 的 导数 
EP) =—imCle mr—m Ce mt — nw (Cy Fe 
于 是 有 ， 


BP =—D(y)PCy) 
上 式 有 时 可 以 作为 久 期 的 定义 。 


例 10.4 

一 个 6 年 期 的 附 息 债券 ， 面 值 为 100 美元 ， 每 年 息 票 为 10 美元 ， 收 
益 率 为 6%， 该 债券 的 久 期 为 4. 898 年 。 一 个 6 年 期 的 具有 相同 的 息 票 和 
收益 率 , 但 其 面值 为 500 美元 的 附 息 债 券 ， 其 久 期 将 是 5. 671 年 。 任 何 
零 息 债券 的 久 期 都 等 于 投资 期 。 


练习 10.8 
一 个 2 年 期 的 附 息 债券 ， 面 值 为 100 美元 ， 每 季度 支付 息 票 6 
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美元 ， 收 益 率 为 11% ， 计 算 这 个 债券 的 久 期 。 


练习 10.9 

假设 一 个 5 年 期 ， 债 券 收 益 率 为 10% ， 年 息 票 10 美元 的 附 息 债 
券 的 久 期 为 4 年 ， 债 券 的 面值 是 多 少 ? 在 息 票 不 超过 面值 的 情 
况 下 ， 通 过 改变 面值 解 出 久 期 的 范围 。 如 果 面 值 是 固定 的 ， 比 
如 说 为 100 美元 ， 对 久 期 为 4 年 的 附 息 债 券 计 算 息 票 水 平 。 以 
这 种 方法 计算 的 久 期 能 够 说 明 什么 问题 ? 


练习 10. 10 
证 明 己 是 y 的 凸 函 数 。 


如 果 我 们 投资 债券 ， 打 算 在 时 间 上 终止， 那么 投资 于 单个 债券 的 货币 

的 终 值 是 P(y)e> (如 果 利 率 保持 不 变 ， 等 于 初始 利率 y(0))。 为 了 看 清 
楚 这 笔 金额 对 利率 变化 的 敏感 性 ， 下 面 计算 其 对 y 的 导数 ， 

d 

dy 


224 如 果 债 券 的 久 期 恰好 是 :， 那 么 


(Py)e»)= (LP) Jes tipCyWes = (Dy) Pe 
dy 


Pe) =0 


如 果 在 某 点 导数 是 零 ， 那 么 函数 图 像 在 该 点 附近 是 “平坦 的 ”(flat)， 这 
意味 着 利率 的 微小 变化 对 投资 的 未 来 价值 几乎 没有 影响 。 


10. 1.3 ”债券 资产 组 合 


如 果 一 个 债券 的 久 期 不 能 令 人 满意 ， 那 么 可 以 利用 投资 于 具有 不 同 
久 期 的 合适 的 债券 资产 组 合 (portfolio of bonds) 构造 一 个 综合 债券 。 


例 10.5 

如 果 初 始 利率 为 4%， 那 么 年 息 票 C= 10 美元 ,面值 下 = 100 美元 
的 4 年 期 附 息 债券 的 久 期 为 3. 44 年 。 面值 下 = 100 美元 ， 期 限 N= 1 年 
的 零 息 债券 的 久 期 是 1 年 。 包 括 上 述 两 种 债券 的 债券 组 合 可 以 视 为 单一 
债券 ， 其 息 票 C; = 110 美元 ， C= 二 G3 二 CG, 二 10 美元 ， 下 一 100 美元 。 它 
的 久 期 可 以 用 公式 〈10. 2) 算出 ， 其 久 期 是 2. 21 年 。 


我 们 将 借助 每 一 个 债券 的 久 期 推导 债券 资产 组 合 的 久 期 公式 。 用 
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Pa(y) 和 Pa(y) 表示 久 期 为 DACy) 和 Ds(y) 的 债券 A 和 B 的 价格 ， 取 
a 份 债券 A 和 bb 份 债 券 B 构成 的 资产 组 合 ， 其 价值 是 aP4 (y) 十 bPs (yy)。 
计算 该 资产 组 合 的 久 期 可 分 为 两 步 : 

1. 计算 由 a 份 债券 A 构成 的 资产 组 合 的 久 期 ， 此 资产 组 合 记 为 aA， 
其 价格 为 aPA(y)。 因 此 


BoP) = —Day) Capa Cy)) 


于 是 有 
Da (y) = Da(y) 
如 果 我 们 考察 aA 的 现金 流 ， 这 是 显然 的 ， 因 为 每 一 个 息 票 和 面值 都 乘 以 
a 再 利用 公式 (10. 2) 计算 久 期 时 会 相互 抵消 。 
2. 计算 1 份 债券 A 和 1 份 债券 B 构成 的 资产 组 合 的 久 期 ， 该 资产 组 
合 记 为 A 十 B， 组 合 的 价格 为 Pa(y) 十 Ps(y)。 
对 上 面 最 后 一 个 表达 式 取 微分 ， 我 们 得 到 
Pa +Pa(y)) = BP + Ps) 
=—Da(y)Pa(y)—Da(y)Pg(y) 
如 果 我 们 取 


(y) Ppty) 
Br CT + De Bre hee 
那么 上 面 最 后 一 式 可 以 改写 为 一 Dts(y) (Pa(y) 十 Pa(y))。 这 意味 着 
DaA+s(y) 为 Da(y) 和 Ds(y) 的 线性 组 合 ， 系数 为 投资 组 合 中 每 只 债券 
的 价格 百分比 权重 。 

由 上 面 的 分 析 我 们 可 以 得 到 一 般 的 公式 ， 


Da+tsB (y) = Da (y)wa 十 Da(y)ros 


了 DaA+B (2y) 一 > Da(y) 


其 中 ， 
0 aPa(y) bPa(y) 
4 aPa(y)+bPs(y)’ aP, (y)+bPs(y) 


是 每 一 个 债券 价值 的 权重 百分比 。 

如 果 我 们 允许 a 或 2 的 值 为 负 (相当 于 卖 出 债券 而 不 是 购买 ， 换 句 
话说 ， 借 钱 而 不 是 投资 )， 那 么 ， 给 定 两 个 久 期 DA 夭 Da， 资产 组 合 的 久 
期 DD 能 够 取 任何 值 ， 因为 wp 二 1 一 wa 且 


D= Dawat+Da(l—wa) = Dg+wa (Da— Ds) 
以 至 于 忆 值 甚至 可 以 为 负 ， 这 相当 于 负 的 现金 流 ， 即 支 付 货币 而 不 是 收 
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到 货币 。 


例 10.6 

令 Ds 二 1，Ds 二 3， 我们 想 将 1 000 美元 投资 6 个 月 。 为 了 使 久 期 与 
投资 期 限 相 匹配 ， 必 有 0.5 二 wa 十 3wp。 因 为 wa 十 ws 二 1， 由 此 可 以 得 
出 ws 二 —025s wa 三 1. 25: 其 中 ， Pa = 0.92 美元 5 Ps 一 1.01 美元 ， 
我 们 投资 1 250 美元 于 1 250 ~ 1 358. 70 份 债券 A， 并 发 行 了 0 衬 247. 52 


0:92 一 
份 债券 B。 


练习 10. 11 

如 果 Ds 二 2，Ds 王 3,4，P4 二 0.98，Ps 二 1.02， 并 且 你 需要 一 
个 价值 为 5 000 美元 ， 久 期 为 6 年 的 资产 组 合 ， 计 算 购 买 的 债券 
A 和 债券 B 的 数量 。 


226 练习 10. 12* 
投资 1 000 美元 于 一 个 久 期 为 2 年 的 债券 资产 组 合 。 该 资产 组 合 
由 1 年 期 、 面 值 为 100 美元 的 零 息 债券 和 面值 为 100 美元 、 年 
息 票 为 15 美元 的 4 年 期 债券 组 合 而 成 ， 交 易 价 格 为 102 美元 。 
计算 投资 于 债券 A 和 债券 B 的 金额 。 


入 期 与 投资 期 限 相 匹配 的 债券 组 合 对 利率 的 微小 变化 不 敏感 ， 但 
是 在 实践 中 我 们 必须 调整 资产 组 合 一 一 例如 ， 如 果 投 资 期 是 3 年 ， 且 其 
中 某 个 债券 是 一 个 1 年 后 到 期 的 零 息 债券 。 此 外 ， 正 如 下 面 我 们 将 要 
看 到 的 ， 久 期 可 能 会 发 生变 化 而 偏离 要 求 ， 因 此 我 们 有 必要 在 投资 期 内 
更 新 资产 组 合 ， 这 就 是 我 们 接 下 来 将 讨论 的 主题 。 


10. 1.4 动态 套 期 保值 


即使 所 选择 的 投资 组 合 的 久 期 与 投资 期 限 相 匹配 ， 但 这 也 仅 在 初始 
的 瞬时 成 立 ， 因 为 久 期 会 随 着 时 间 和 利率 发 生变 化 。 


例 10.7 
取 一 个 5 年 期 ， 年 息 票 为 10 美元， 面值 为 100 美元 的 附 息 债券 。 如 
果 y 二 10%， 那么 久 期 将 会 是 4.16 年 。 在 第 1 次 息 票 被 支付 之 前 ， 久 期 


* 练习 10. 12 中 的 最 后 一 句 话 是 译 者 根据 习题 10. 12 解答 所 作 的 补充 。 一 一 译 者 注 


796 > 


227 


会 随 着 时 间 逐 渐 减 小 : 6 个 月 后 为 3. 66 年 ; 9 个 月 后 为 4. 16 一 0.75 一 
3. 31 年 。 如 果 久 期 与 投资 期 限 匹 配 且 利率 不 变 ， 则 在 息 票 被 支付 前 不 需 
要 调整 。 一 年 之 后 ， 一 旦 第 一 个 息 票 被 支付 ， 该 债券 将 会 变 为 期 限 为 4 
年 ， 久 期 为 3. 48 年 的 债券 ， 不 再 与 投资 期 限 相 一 致 。 


练习 10. 13 
假设 利率 不 变 ， 在 第 一 个 息 票 被 支付 之 前 ， 证 明 时 间 /之 后 债券 
的 久 期 为 D 一 :， 其 中 DD 为 债券 在 时 间 0 的 久 期 。 


下 面 的 例子 说 明了 利率 变化 对 久 期 的 影响 。 


例 10.8 
假设 例 10. 7 中 的 债券 的 y= 二 6%， 则 久 期 为 4.23 年 ; 如 果 y= 二 14%， 
则 久 期 为 4.08 年 。 


练习 10. 14 
证 明 2 年 期 ， 按 年 支付 息 票 债券 的 久 期 会 随 利 率 的 增加 而 减少 。 


现在 利用 久 期 设计 一 个 对 利率 变化 免疫 的 投资 策略 ， 可 以 通过 监测 
每 年 末 的 头寸 做 到 这 一 点 ， 如 果 有 必要 可 以 更 频繁 地 监测 。 为 了 清楚 地 
阐述 ， 我 们 举 一 个 例子 。 

假设 投资 期 限 为 3 年 ; 目标 价值 为 100 000 美元 ， 初 始 利率 为 
12%。 如 果 利 率 保持 不 变 ， 我 们 投资 的 69 767. 63 美元 的 现 值 为 100 000 
美元 。 

我 们 通过 两 个 工具 来 控制 目标 ， 一 个 是 年 息 票 为 10 美元 ,面值 为 
100 美元 的 5 年 期 债券 A; 另 一 个 是 具有 相同 面值 的 1 年 期 零 息 债券 B。 
我 们 假设 B 类 型 的 新 债券 是 可 获得 的 ， 在 接 下 来 几 年 里 ， 我 们 将 它 和 债 
券 A 结合 。 

在 时 间 0， 债 券 价格 分 别 为 90. 27 美元 和 88. 69 美元 ， 我 们 可 以 计算 
出 Ds 室 4.12， 权重 wa 实 0. 640 5 和 ws 衬 0. 359 5 所 构造 的 资产 组 合 的 久 
期 是 3。 根 据 该 权重 分 配 初 始 总 资金 ， 用 44 687. 93 美元 购买 a 二 495. 05 
份 债券 A， 用 25 079. 70 美元 购买 6 衬 282. 77 份 债券 B。 下 面 考虑 将 来 利 
率 变化 出 现 的 各 种 状况 。 

1. 1 年 之 后 利率 增加 到 14%， 则 资产 组 合 的 价值 为 下 面 三 项 的 总 和 ;: 

9 债券 A 的 第 一 个 息 票 ，4 950. 51 美元 ; 

e 变现 债券 B 的 面值 ，28 277. 29 美元 ; 

e 持 有 的 债券 A 的 市 场 价值 : 现在 是 4 年 期 的 债券 ， 销 售 价 为 85. 65 
美元 ， 价 值 为 42 403. 53 美元 。 
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总 价值 为 75 631. 32 美元 。 债 券 A 的 久 期 为 3. 44 年 。 目 标 久 期 为 2 
年 ， 所 以 我 们 得 到 wa 衬 0.409 4，rws 信 0. 590 6， 组 合 中 持 有 361. 53 份 
债券 A 和 513. 76 份 债券 B( 这 意味 着 ,我 们 必须 卖 出 133. 52 份 债券 A， 
购 入 513. 76 份 新 债券 B)。 

(a) 2 年 之 后 ， 利 率 降 到 9%。 为 计算 我 们 的 财富 ， 可 以 将 下 面 三 项 
加 总 : 

@ 债券 A 的 息 票 ，3 615. 30 美元 ; 

@ 债券 B 的 面值 ，51 376. 39 美元 ; 

@ 债券 A 的 市 场 价值 ， 销 售 价 101. 46 美元 ，36 682. 22 美元 。 

我 们 的 财富 总 额 为 91 673. 92 美元 。 我 们 将 所 有 的 资金 投资 于 债券 
B， 因 为 目标 久 期 为 1 年 。( 这 些 债券 在 下 一 年 肯定 会 被 支付 。) 我 们 可 以 
购买 1 003. 07 份 销售 价 为 91. 39 美元 的 债券 B， 最 终 的 投资 价值 将 为 
100 307 美元 。 

(b) 2 年 之 后 ， 利 率 增加 为 16%。 我 们 可 以 变现 和 上 面 数 量 相 等 的 
息 票 和 零 息 债券 。 但 是 债券 A 现在 更 加 便宜 了 ， 销 售 价 为 83. 85 美元 ， 
所 以 我 们 得 到 的 资金 较 少 ， 为 85 305. 68 美元 。 然 而 ， 零 息 债券 现在 也 更 
便宜 了 ， 售 价 为 85. 21 美元 ， 可 以 购买 1 001. 07 份 债券 ， 到 期 时 总 额 为 
100 107 美元 。 

2. 1 年 之 后 的 利率 降 到 9%。 用 和 上 面 类 似 的 方法 ， 通 过 加 总 债券 A 
的 息 票 、 债 券 B 的 面值 和 债券 A 的 市 场 价值 ， 我 们 得 到 投资 的 当前 价值 
为 83 658. 73 美元 。 于 是 ， 我 们 计算 出 投资 两 种 债券 的 权重 分 别 为 wn 宇 
0. 401 3，ws 信 0. 598 7; 然后 ， 确 定 新 的 资产 组 合 由 329. 56 份 债券 A 和 
548. 04 份 债券 B 组 成 〈 即 我 们 必须 卖 出 165. 50 份 债券 A， 买 人 548. 04 
份 新 债券 B)。 

(a) 2 年 之 后 ， 利 率 上 升 为 14%。 变 现 债券 A 的 息 票 可 以 得 到 3 295. 55 
美元 ， 与 变现 债券 B 所 得 的 54 803. 77 美元 相 加 ， 再 加 上 债券 A 的 市 场 
价值 29 174. 39 美元 ， 共 计 87 273. 72 美元 。 可 以 购买 1 003. 89 份 新 零 息 
债券 B，3 年 之 后 的 总 价值 为 100 389 美元 。 

(b) 2 年 之 后 利率 下 降 为 6% 。 我 们 的 财富 应 为 94 405. 29 美元 ， 可 
以 购买 1 002. 43 份 债券 B， 投 资 的 最 终 价 值 为 100 243 美元 。 

正如 我 们 所 见 ， 每 种 状况 的 最 终 价 值 都 超过 了 100 000 美元 


练习 10. 15 

设计 一 个 总 额 为 20 000 美元 的 资产 组 合 ， 资 产 组 合 的 久 期 是 2， 
并 包含 两 种 2 年 后 到 期 的 附 息 债 券 。 其 中 之 一 是 面值 为 100 美 
元 ， 年 息 票 为 20 美元 的 债券 A; 另 一 个 是 面值 为 500 美元 ,年 
息 票 为 5 美元 的 债券 B。 给 定 的 初始 利率 为 8%。2 年 后 ， 这 个 
投资 的 价值 是 多 少 ? 


10. 2 


一 般 的 期 限 结构 
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在 本 节 中 ， 我 们 将 讨论 没有 收益 率 独立 于 到 期 日 条 件 的 债券 定价 
模型 。 

具有 可 变 到 期 日 的 零 息 单位 债券 的 价格 BC(n，N) 决定 的 一 组 收益 率 
y(n，N) 由 下 式 给 出 : 


Bl(n, N) = eV- N) 


注意 ， 收 益 率 必须 是 正 的 ， 因 为 当 n 二 N 时 ，B(n，N) 必须 小 于 1。 两 
变量 ”< N 的 函数 y(n，N) 被 称 为 利率 的 期 限 结构 。 由 当前 价格 所 决定 
的 收益 率 >(0，N) 称 为 即 期 利率 。 

由 即 期 利率 >(0，N) 形成 的 初始 期 限 结构 仅仅 是 单 变量 N 的 函数 。 
一 般 地 ， 它 是 一 个 增 函 数 , 但 是 在 金融 市 场 中 ， 其 他 类 型 的 图 形 也 可 以 遇 
到 。 特 别 地 ， 初 始 期 限 结构 也 可 能 是 平坦 的 ， 也 就 是 说 ， 收 益 率 与 N 无 
关 ， 前 面 几 节 可 以 看 做 是 这 种 情况 。 


练习 10. 16 
如 果 B(0，6) = 0. 96 美元 , 计算 B(0，3) 和 B(0，9) ， 使 得 初 
始 期 限 结 构 为 平坦 的 。 


作为 未 来 支付 现 值 的 附 息 债 券 价 格 可 以 用 即 期 利率 写成 如 下 形式 ， 
P=Cle ml) 十 Coe-mzyom) 十 十 (CN 十 下)e-mNy(omw) 
(0s37 


如 果 债 券 的 息 票 Ci ? Cz .i CN 在 时 间 0 一 rmzi<<rmzz< SD ry 支付 ， 
面值 为 到 期 日 为 rnw。 

虽然 对 于 附 息 债券 我 们 不 能 用 单独 1 个 利率 对 未 来 支付 进行 折 现 ， 
但 是 可 以 人 为 引入 一 个 数 当 作 利率 。 这 个 利率 被 称 为 到 期 收益 率 ， 定 义 
为 下 面 方程 的 解 y， 即 


已 一 Cle ™?+Ce my 二. 二 (FCN) em 


到 期 收益 率 可 以 简单 方便 地 描述 附 息 债 券 ， 所 以 被 财经 报道 引用 。 当 然 ， 
如 果 利率 与 到 期 日 无 关 ， 那么 上 式 与 式 (10. 1) 相同 。 


注 10.1 
为 了 确定 初始 利率 期 限 结构 ， 我 们 需要 知道 零 息 债券 的 价格 ， 然 而 
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由 于 到 期 期 限 较 长 时 (一 般 地 超过 1 年 ) 一 般 仅 可 交易 附 息 债券 ， 以 至 
于 有 必要 将 附 息 债券 分 解 成 各 种 到 期 日 的 零 息 债券 。 在 给 定 债券 价格 和 
较 短 到 期 日 的 收益 率 条 件 下 ， 可 以 应 用 式 (10. 3) 得 到 较 长 到 期 日 的 收 
益 率 。 美 国 财政 部 1985 年 介绍 过 该 程序 ， 称 为 剥离 技术 (Separate 
Trading of Registered Interest and Principal Securities，STRIPS， 即 单 
独 买 卖 注册 利息 和 本 金 证 券 )， 人 允许 投资 者 通过 回 售 余下 的 债券 ( 即 被 
剥离 的 债券 ) 给 财政 部 ， 以 保证 要 求 的 现金 支付 〈 对 特定 债券 ) 。 


例 10.9 

假设 1 年 期 ， 面 值 为 100 美元 的 零 息 债券 的 交易 价格 为 91. 80 美元 ; 
息 票 为 10 美元 ， 面 值 为 100 美元 的 2 年 期 债券 的 交易 价格 为 103. 95 美 
元 。 我 们 由 此 可 得 到 如 下 收益 率 的 方程 


91. 80 = 100e™»0%D 
103. 95 一 1l0e >0D 十 110e 一 27(0,2) 


从 第 一 个 方程 我 们 得 到 >(0，1) 衬 8. 56%， 将 该 值 代入 第 二 个 方程 ， 就 
可 以 计算 出 y(0，2) 衬 7.45%。 因 此 ， 被 剥离 的 2 年 期 债券 的 价格 一 一 
即 2 年 后 到 期 、 面 值 为 100 美元 的 零 息 债券 价格 为 100e 22 天 86. 16 美 
元 。 给 定 3 年 期 的 附 息 债券 的 价格 后 ， 我 们 就 能 够 估算 出 y(0，3)， 以 此 
类 推 。 


回 到 一 般 债券 的 研究 ， 我 们 考虑 一 个 具有 确定 性 期 限 结构 (因此 预 
先 已 知 ， 有 确定 性 ) 的 债券 。 但 命题 10.2 指出 ,事实 上 ， 这 不 符合 
实际 。 


命题 10.2 
如 果 期 限 结构 是 确定 的 ， 那 么 无 套利 原理 隐 含 

B(0, N)=B(0, n)B(n, N) (10. 4) 
证 明 


如 果 B(0, N) 二 B(0, n)B(n, N)， 那 么 

e 购买 1 份 到 期 日 为 N 的 债券 ， 卖 出 B(n，N) 份 到 期 日 为 n 的 债 
券 〈 这 里 我 们 假设 债券 的 未 来 价格 在 今天 是 已 知 的 ) 。 这 样 现 在 可 以 得 
到 B(0, n)B(n,N) 一 B(0, N) 美元 。 

e 在 时 间 n， 结 算 卖 出 的 债券 ， 通 过 发 行 1 份 到 期 日 为 N 的 零 息 债 
券 可 以 得 到 所 需 金额 B(z，N) 。 

e 在 时 间 N， 结 算 头寸 ， 获 得 初始 的 利润 。 

相反 的 不 等 式 B(0, N) 二 B(0, n)Bln,N)， 可 以 通过 采取 相反 的 策 
略 ， 用 类 似 的 方法 证 明 。 口 


借助 于 收益 率 可 以 将 价格 表示 为 


一 BC0， 太 ) m,n_inyo,m 
Bln, 入 一 盏 (0 一 em” 


这 意味 着 ， 所 有 债券 的 价格 (于 是 整个 期 限 结构 ) 可 以 由 初始 期 限 结构 
确定 。 然 而 ， 显 然 我 们 不 可 能 期 望 用 此 法 控制 现实 的 债券 市 场 ， 特 别 地 ， 
这 个 关系 式 并 不 被 历史 数据 支持 。 

这 表明 ， 假设 债券 价格 是 确定 的 是 对 模型 的 过 分 简化 。 除 了 承认 未 
来 期 限 结构 是 随机 的 以 外 ， 我 们 别 无 选择 ， 因 为 仅仅 初始 的 期 限 结构 是 
已 知 的， 确定 的 。 在 随后 的 章节 中 ， 我 们 将 假设 未 来 债券 的 价格 是 随机 
的 ， 由 这 些 价格 确定 的 量 也 是 随机 的 。 


10. 2. 1 远 期 利率 


我 们 首先 举 一 个 例子 说 明 怎样 预先 确定 未 来 时 间 的 存款 利率 和 贷款 
利率 。 


例 10. 10 

假设 你 公司 的 商业 计划 规定 一 年 以 后 要 取得 一 笔 100 000 美元 的 贷款 
购买 新 设备 ; 你 希望 在 另 一 个 1 年 后 偿还 贷款 ; 你 愿意 在 今天 以 固定 利 
率 偿还 贷款 ， 而 不 愿意 冒险 用 未 来 利率 偿还 。 假 设 即 期 利率 y(0, 1) = 
8%，y(0, 2) 一 9% (其 中 r= 1)。 你 购买 1 000 份 面值 为 100 美元 的 1 
年 期 债券 ， 支 付 100 000e 中 六 92 311. 63 美元 。 这 笔 资 金 是 以 利率 9% 
借入 的 2 年 期 贷款 。1 年 后 ， 你 卖 出 债券 可 以 得 到 100 000 美元 ，2 年 
后 你 归还 贷款 和 利息 ， 其 总 额 为 92 311. 63ezxs%% 全 110 517. 09 美元 。 


因而 ， 你 构想 的 贷款 的 利率 为 n 109 二 10%。 金融 中 介 机 构 可 


以 利用 发 行 所 谓 的 远 期 利率 协议 来 简化 你 的 工作 ， 并 且 完 善 你 构想 的 
贷款 结构 。 
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练习 10. 17 
解释 怎样 从 第 6 个 月 开始 安排 6 个 月 的 500 美元 存款 。 如 果 


?(0,，6) 二 6%，y(0, 12) 一 7%， 计 算 贷款 利率 ， 这 里 + 二 二。 


一 般 来 说 ， 初 始 远 期 利率 /(0，M，N) 是 使 得 
B(0, N)=B(0, Me CANro M,N 


200 了 和 训 洒 激光 全 疫 衣 学 


233 


的 利率 ， 于 是 有 





_ 1 ,BO,N) 
0: Ms WD =—— NW Beo, M) 


_ _ lnB(OO0, N)—InB(0, M) 
r(N 一 MD) 
注意 ， 这 个 利率 是 确定 的 ， 因 为 它 是 用 现在 的 债券 价格 计算 出 来 的 。 借 助 
于 初始 期 限 结构 很 容易 将 它 计算 出 。 我 们 将 由 利率 确定 的 价格 B(0，N) = 
erNy(0， N) 有 (0， MD = eeoo'M 代 信人 上面 的 表达 式 ， 于 是 有 


0,M，N) = 2 MW —My0, 30 ( 10. 5) 





练习 10. 18 

假设 表 中 的 现 期 利率 是 由 伦敦 中 部 银行 提供 的 (伦敦 银行 同业 
拆借 利率 (London Interbank Offer Rate，LIBOR) 为 存款 利 
率 ; 伦敦 银行 同业 借 人 利率 (London Interbank Bid Rate,， LI 
BID) 为 贷款 利率 ) 
i 





利率 LIBOR LIBID 
1 个 月 8.41% 8. 59% 
2 个 月 8.44% 8.64% 
3 个 月 9.01% 9.23% 
6 个 月 9. 35% 9.54% 


2 
作为 一 名 银行 经 理 ， 当 一 名 客户 希望 在 1 个 月 后 贷款 100 000 
元 ，5 个 月 后 还 清 ， 你 能 提供 怎样 的 利率 ， 怎 样 构造 贷款 ? 假设 
男 一 个 机 构 在 2 个 月 后 可 提供 4 个 月 的 存款 ,利率 为 10. 23%，。 
这 可 以 提供 套利 机 会 吗 ? 在 这 个 练习 中 ， 所 有 利率 都 是 连续 复合 
利率 。 


随 着 时 间 的 推移 ， 债 券 的 价格 将 发 生变 化 ， 由 时 间 mn 二 M 二 NN 确定 
的 区 间 LM，N] 上 的 远 期 利率 由 下 式 定义 


Bln, N) = BCn, Me My mm 
即 


—_lnB(n, N)—lInB(n, M) 
fln, M, N)= = 


瞬时 远 期 利率 f(n, N) = f(n, N, N+ 十 1) 是 单位 区 间 上 的 远 期 利率 。 一 
般 说 来 ， 当 rz 为 1 天 时 ， 这 个 瞬时 远 期 利率 为 隔夜 存 贷 款 利 率 。 这 个 远 





期 利率 公式 


fen, N) =—InB(n, N+D—InB(n, N) C0 6 


3 


使 得 我 们 能 够 重新 构建 债券 价格 ， 如 果 给 定 特定 时 间 =” 的 远 期 利率 。 


例 10. 11 
令 r+ 一 十 ， 二 0，N 二 0，1，2，3， 假 设 债券 价格 为 


B(0, 1)=0.9901 
B(0, 2) 一 0.982 8 
B(0, 3) 一 0. 972 6 
则 我 们 可 以 得 到 下 面 的 隐 含 收益 率 : 
y(0, 1) 守 11. 94% 
y(0, 2) 守 10. 41% 
y(0, 3) 守 11.11% 
和 远 期 利率 : 
f(0, 0) 守 11. 94% 
f(0, 1) 二 8. 88% 
fC0, 2) 守 12. 52% 
注意 ， 使 用 远 期 利率 公式 ， 我 们 有 


_ 0.119 4 十 0. 088 8 十 0. 125 2) 


exp( 0. 972 6= B(0, 3) 


这 是 下 面 命题 10. 3 的 一 个 例子 。 


234 命题 10.3 
债券 价格 为 
Bln, N)=exp{—r(fln, n)+fln, 2 十 1) 十 … 十 Fa， N—1))} 
证 明 
为 此 ， 注意 ， 因为 B(n， 1) 一 1， 所 以 
内 一 一 Bu ntD 
于 是 有 
Bln, n+1) = exp{—rf(n, n)} 
接 下 来 ， 


de Tr 








_ lnB(n, nt+2)—lnB(n, n+t1) 


各 


fln, 2 十 1) 一 
代 人 Bl(n, n 十 1) 的 表达 式 ， 有 

Bl(n, nt+2) = exp{—r(fl(n, n)i+fln, nt+1))} 
多 次 重复 ， 我 们 就 可 以 推导 出 一 般 公 式 。 口 


我 们 利用 收益 率 可 以 推导 出 远 期 利率 的 简单 表达 式 : 
fln,s ND)=(N+1l—myln, N+tD—(N—ny(n, N) (10.7) 
特别 地 ， 
fln, n) = y(n, nt1) 
于 是 就 可 以 得 到 直观 的 公式 : 


Si N =A n) 十 fln, n 十 1) 十 … 十 fCn, NN 一 1) 
N—n 
例 10. 12 
从 上 面 的 公式 我 们 可 以 清楚 地 看 到 ， 如 果 期 限 结 构 是 平坦 的 ， 也 就 
是 说 ，>(z，N) 与 N 无 关 ， 那 么 f(n,N) 二 y(n,，N)。 现 在 考虑 f(n， 
N) 随 NN 增加 的 例子 ， 即 


f(0, 0)=8.01%, y(0, 1)=8.01% 
f(0, 1)=8.03%, y(0, 2)=8.02% 
f(0, 2)=8.08%, y(0, 3)=8.04% 


并 计算 相应 的 收益 率 。 
我 们 可 以 看 到 ， 收 益 率 也 增加 了 (练习 10. 20 是 对 这 个 问题 的 一 般 
化 )。 
然而 ， 即 使 收益 率 随 到 期 日 增加 ， 远 期 利率 也 不 一 定 会 增加 ， 
f(0, 0)=9.20%, y(0, 1)=9.20% 
f(0, 1)=9.80%, y(0, 2)=9.50% 
f(0, 2)=9.56%, y(0, 3) 二 9. 52% 


练习 10. 19 
远 期 利率 可 以 是 负 的 吗 ? 


练习 10. 20 
证 明 如 果 f(n，N) 随 着 N 的 增加 而 增加 ， 那 么 y(n，N) 也 会 
随 着 N 的 增加 而 增加 。 





10.2.2 货币 市 场 账户 
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我 们 将 短期 利率 定义 为 r(n) = f(n，n)。 它 的 另 一 个 表达 式 为 r(n) 一 
y(n,n 十 1)， 于 是 这 是 在 时 间 n 开始 的 一 个 时 间 段 有 效 的 利率 。 短 期 利率 
是 预先 未 知 的 ， 但 当前 利率 x(0) 除外 。 区 分 r(n) 与 f(0，n) 很 重要 ， 
因为 两 个 利率 都 应 用 于 从 时 间 ”到 时 间 十 1 的 单个 时 段 ， 但 前 者 是 随机 
的 ， 而 后 者 在 目前 时 间 是 已 知 的 并 且 被 初始 期 限 结 构 所 确定 。 

货币 市 场 账户 A(n)， 这 里 xn 宇 1， 定 义 为 


Aln) 三 exp{rt(r(0) 十 r(1) 十 … 十 r (n 一 1))} 
式 中 ，4(0) 二 1; ACn) 为 投资 1 美元 按 短期 利率 连续 复合 产生 的 利息 在 
时 间 ? 的 价值 。 例 如 ， 如 果 = 一 555， 那么 利息 由 隔夜 利率 给 定 。 


我 们 在 第 2 章 定义 的 货币 市 场 账户 是 确定 性 的 ， 且 独立 于 初始 美元 
的 特定 投资 方式 。 而 本 节 中 的 A(n) 是 随机 的 ， 正 如 下 面 将 要 看 到 的 ， 
一 般 来 说 ， 与 exp{rzy (0, n)} 不 同 ， 后 者 是 确定 的 ， 且 可 用 到 期 日 为 
的 零 息 债 券 构造 。 


例 10. 13 
在 练习 10. 11 的 情况 下 ， 假 设 价格 变化 如 下 : 
B(0, 1)=0. 990 1， 
B(0, 2)=0.982 8， B(1, 2) 一 0. 994 7， 
B(0, 3)=0.972 6, B(1, 3)=0.9848, B(2, 3) 一 0.9905 
相应 的 收益 率 为 
y(0, 1) 守 11. 94%,， 
y(0, 2) 守 10. 41%， y(1, 2) 二 6. 38%， 
y(0, 3)S11.11%, y(1,， 3)9.19%,  y(2, 3)>11.45% 
远 期 利率 为 
f(0, 0) 守 11. 49%, 
f(0, 1) 守 8.88%, f(1, 1) 二 6.38%, 
f(0, 2) 信 12. 52%， f(1, 2)12.00%, f(2, 2)11.45% 
我 们 可 以 计算 出 短期 利率 ， 并 计算 出 货币 市 场 账户 的 价值 
A(0)=1 
r(0)= f(0, 0) 人 11.94%, A(1) 二 1.0100 
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r(1)= f(1, 1)6.38%, A(2)1.015 4 
r(2) = f(2, 2) 守 11.45%, A(3) 守 1.025 1 


练习 10. 21 
在 例 10. 13 中 ， 哪 个 债券 价格 变化 后 ， 货 币 市 场 账 户 的 价值 不 
改变 ? 


练习 10. 22 

利用 例 10. 13 中 的 数据 ， 在 下 面 的 状况 下 ， 计 算 从 时 间 0 到 时 
间 3 的 投资 的 对 数 收益 率 : (a) 在 时 间 3 到 期 的 零 息 债券 ;(b) 
单 期 零 息 债券 ;(c) 货币 市 场 账户 价值 。 


【注释 】 

[1] 可 以 证 明 ， 如 果 收 益 率 y 保持 不 变 ， 久 期 等 于 上 的 债券 投资 在 时 间 : 的 未 来 
值 最 小 。 这 意味 着 ,在 收益 率 独立 于 到 期 日 的 模型 中 ， 利 率 的 跳跃 会 导致 套利 出 现 。 
因此 ， 在 利率 跳 蚂 的 无 套利 模型 中 ， 收 益 率 依 赖 于 到 期 日 。 
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在 本 章 中 ， 我 们 将 论述 随时 间 演 变 的 随机 利率 的 建 模 问题 。 我 们 采 
用 与 第 3 章 股票 二 又 树 模型 类 似 的 方法 。 利 率 演变 的 建 模 方法 可 以 简化 
债券 价格 演变 的 建 模 方法 ， 因 为 后 者 决定 前 者 。 我 们 从 债券 价格 模型 应 
具有 的 一 些 性 质 开 始 ， 着 重 研究 债券 与 股票 的 差别 。 

第 一 ， 让 我 们 回顾 债券 价格 或 利率 的 演变 可 以 用 两 个 变量 即 运行 
时 间 和 到 期 时 间 来 描述 ; 而 股票 价格 仅 为 一 个 变量 即 运 行 时 间 的 函数 。 

第 二 ， 存 在 很 多 描述 期 限 结构 的 方法 : 债券 价格 、 隐 含 的 收益 率 、 
远 期 利率 和 短期 利率 。 债 券 价格 与 收益 率 显然 是 等 价 的， 可 用 简单 的 公 
式 联系 在 一 起 。 债 券 价格 与 远 期 利率 也 是 等 价 的 。 短 期 利率 与 其 他 方法 
不 同 ， 它 比较 容易 处 理 ， 但 会 出 现 重新 构造 利率 期 限 结 构 的 问题 。 所 以 ， 
这 并 不 简单 ， 因 为 短期 利率 带 来 的 信息 通常 很 少 。 

第 三 ， 模 型 需要 符合 初始 数据 。 对 于 股票 仅 是 当前 价格 。 在 债券 的 
情况 下 ， 给 出 完整 的 初始 的 期 限 结构 ， 需 要 对 模型 附加 更 多 的 限制 ， 这 
些 限制 必须 与 所 有 的 当前 可 利用 的 市 场 信息 一 致 。 

第 四 ， 在 到 期 日 ， 债 券 会 变 成 非 随机 的 ， 这 与 股票 价格 相反 。 在 到 
期 时 ， 债 券 给 出 确定 的 值 这 个 事实 必须 包含 在 模型 中 。 

第 五 ， 收 益 率 对 到 期 时 间 的 依赖 性 是 有 特点 的 ， 到 期 日 相近 的 债 
券 的 运行 模式 也 是 类 似 的 。 利 用 统计 学 术语 ， 这 意味 着 它们 是 正 相 
关 的 。 


金融 学 译 众 "金融 数学 





11. 


1 


二 义 树 模型 


238 


239 


本 节 中 论述 的 树 的 形状 与 3. 2 节 中 论述 的 树 的 形状 类 似 ， 然 而 因为 
这 里 的 模型 变 得 更 复杂 了 ， 所 以 二 叉 树 也 相应 地 变 得 复杂 。 也 就 是 ， 概 
率 与 收益 取决 于 树 中 的 位 置 。 我 们 需要 用 适当 的 符号 区 分 不 同 的 位 置 。 

状态 的 含义 是 有 限 个 上 涨 和 下 跌 的 序列 。 首 先 状态 依赖 于 时 间 ， 换 
言 之 ， 依 赖 于 时 段 数 。 我 们 将 使 用 各 种 长 度 的 字母 u 和 d 的 序列 ， 长 度 
对 应 于 逝去 的 时 间 〈 从 树 的 根部 算 起 的 时 段 数 )。 在 时 间 1， 我 们 只 有 2 个 
状态 : 5 二 u 或 d; 在 时 间 2， 则 有 4 个 状态 : % 王 ud，dd，du,， 或 uu。 我 
们 用 2 一 su 或 一 id， 表 示 在 时 间 1 已 有 的 5 的 基础 上 ， 在 时 间 2 是 上 
涨 或 是 下 跌 。 一 般 地 ， 有 541 二 su 或 5+1 二 sd。 

概率 依赖 于 特定 的 状态 。 我 们 记 p(s,〉 为 在 时 间 nn 已 有 状态 s, 的 基 
础 上 ， 在 时 间 n 十 1 上涨 的 概率 。zp 为 第 一 个 时 段 上 涨 的 概率 。 在 图 11 一 1 
中 , 我 们 有 p= 二 0.3, p(u)= 二 0.1, p(d) = 二 0.4, pl(uu)=0.4, pl(ud)= 


0.2, pl(du)=0.5, p(dd) 一 0. 4。 
0.4 y uuu 
0.1 a 
0.3 区 ud 人 
0.8 ”udd 


0.5 zy duu 
0.7 
04 y a 的 
d 0.5 兰 dud 
0.6Y dd 0.4y ddu 
0.6 关 ddd 


图 11 一 1 状态 和 概率 


我 们 固定 一 个 自然 数 NN 作为 时 间 期 界 ， 这 是 所 有 考虑 到 的 债券 到 期 
时 间 的 上 界 。 在 时 间 的 状态 sx 表示 已 完成 了 价格 变动 的 所 有 状态 。 

下 面 我 们 将 描述 债券 价格 的 演变 。 在 时 间 0， 我 们 给 出 直到 N 的 所 
有 到 期 日 的 债券 的 初始 价格 ， 即 N 个 数 的 序列 : 


B(O, 1)， B(0,2), 了 (0， 37，…"， 了 (0， N= B(O, N) 


在 时 间 1， 价 格 1 变 为 多 余 的 ， 即 第 一 个 债券 到 期 只 有 N 一 1 个 债券 还 
在 交易 。 我 们 根据 状态 u 和 d， 并 在 下 面 的 两 个 分 支 中 引入 随 机 性 ， 于 是 
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我 们 可 以 得 到 两 个 序列 : 


B(1, 2; uy), B(l, 3; u), »…, B(1, No—1; uw, B(, N; u) 

BOTs 2; d)， Btly 3; d)， Do BL, N—1; d)， BU N; d) 
在 时 间 2， 我们 有 4 个 状态 和 4 个 长 度 为 N 一 2 的 序列 

B(2, 3; uu), »…, B(2, N—1; uu), B(2, N; uu) 

B(2, 3; ud), *…, B(2, N—1; ud)， B(2, N; ud) 

B(2, 3; du), ……, B(2, N—1; du)， B(2, N; du) 

B(2, 3; dd), *…, B(2, N—1; dd), B(2, N; dd) 
我 们 不 要 求 ud 和 du 的 价格 相等 ， 价 格 相 等 是 3. 2 节 中 针对 股票 价格 变 
动 的 情形 。 

这 个 过 程 可 以 按 同 样 的 模式 延续 。 在 每 一 个 时 段 ， 序列 的 长 度 减少 

1， 而 序列 的 数量 呈 双 倍增 加 。 在 时 间 N 一 1， 利 用 sN-1 的 所 有 状态 作为 
指标 ， 有 2”! 序列 ， 每 一 个 序列 只 有 单独 的 一 个 数 ， 即 

B(N—1, N; sn_1) 


树 结构 只 能 细 分 到 这 里 ， 因 为 最 后 的 变动 是 确定 的 ， 最 后 到 期 的 债券 的 
价格 在 时 间 N 会 变 成 确定 的 数 ， 即 BCN, N, s、) ==1 对 所 有 的 状态 成 立 。 


例 11.1 


一 3 的 债券 价格 的 特殊 演变 (其 时 段 为 月 (+ 一 十 ) ) 如 图 11 一 2 所 


示 ， 图 中 显示 了 到 期 日 为 1、2、3 的 三 个 债券 的 价格 。 


B(2, 3; uu) = 0.990 5 
B(1, 2; u) = 0.994 8 
B(1, 3; u) = 0.984 8 


B(0, 1) = 0.990 1 B(2, 3; ud) = 0.987 5 
B(0 2) = 0.982 8 
B(0, 3) = 0.972 6 B(2, 3; du) = 0.990 8 
B(1,2;d)=0.9907 A B23; du) 
B(1. 3: d) =0.980 8 


B(2, 3; dd) = 0.989 1 
图 11 一 2 例 11.1 中 的 债券 价格 的 演变 
债券 价格 的 演变 也 可 以 用 收益 率 来 描述 。 假设 我 们 已 经 到 达 了 状态 
SN 一 1， 而 且 债 券 价 格 Bn—1, N; ss-1) 已 知 ， 可 以 写成 ， 


Bl(n, N; ss-1U) = B(n—1,N; Sn—1)exp{k(n, N; s,_1u)} 
Bln, N; s,_1d) = B(n—1, N; 5n—1)exp{k(n, Ni s,_1d)} 


我 们 将 对 数 收益 率 隐 含 地 定义 为 
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一 in Bo Ni sw) 
k(n, N; su) = In Ban—1, Nsw-i 


a Bln, N; sn-1d) 
km Ny sd) = in Ben—l, Ns ss) 


且 Rnz，Ni siu) k(n, N; s-1d) 。 


注 11.1 
注意 ， 假 设 状态 s,_1 是 已 知 的 ， 在 树 的 某 些 位 置 ， 收 益 是 非 随机 的 ， 即 


ko ny si 一 An ny se1d) =In B07—T 


因为 Bln, n; 5,) 二 1 对 所 有 的 S, 都 成 立 。 


例 11.2 
利用 例 11. 1 的 数据 ， 我 们 取出 到 期 日 为 3 的 债券 价格 ， 完 成 终 值 为 
1 的 图 形 。 图 11 一 3 中 的 树 显 示 出 在 时 间 0 以 0. 972 6 价格 购买 的 债券 价 
241 格 的 随机 演变 。 收 益 率 的 计算 是 容易 的 ， 例 如 


a B(2, 33 ud) ~ 0 
k(2, 3; ud) = ln B01, 3; u) 二 0.27% 


B(2, 3; uu) = 0.990 5—> B(3, 3)= 1 
B(1, 3; u) = 0.984 8 人 


E B(2, 3; ud) = 0.987 5—> 8G,3)=1 
“09126 < B(2, 3: du) = 0.990 8— > B(3, 3)=1 
B(1, 3; d) = 0.980 8 < 


B(2, 3; dd) = 0.989 1 一 > B(3, 3)= 1 


图 1 一 3 例 11.2 中 在 时 间 3 到 期 的 债券 的 价格 


这 些 结果 收集 在 图 11 一 4 〈 每 个 时 段 的 长 度 为 1 个 月 ) 中 ， 即 


Kk(2, 3; uu) = 0.58% 一 一 > k(3, 3) = 0.95% 
Kk(1, 3; u) = 1.25% < 


kK(2, 3; ud) = 0.27% 一 -> Kk(3, 3) = 1.26% 

Kk(2, 3; du) = 1.01% 一 -> k(3, 3) = 0.92% 
Kk(1, 3; d) = 0.84% < 

k(2, 3; dd) = 0.84% 一 > k(3, 3) = 1.10% 


图 11 一 4 在 例 11. 2 中 在 时 间 3 到 期 的 债券 的 收益 率 


练习 11.1 
对 于 图 11 一 5 所 示 的 周 收益 树 ， 构 造 债券 价格 树 ， 并 填 满 没有 
计算 出 的 收益 率 。 


kK(2, 3; uu) = 0.22% 一 > k(3, 3)= 0.16% 
Kk(1, 3; u) = 0204C 


KH2,3;ud)=7?  —> k(3,3)=0.18% 
A(2, 3; du) = 0.20% 一 > k(3, 3) = 0.21% 
K(1, 3; d) =? < 


Kk(2, 3; dd) = ? 一 一 > kK(3, 3) = 0.25% 


图 11 一 5 练习 11.1 的 收益 率 


债券 价格 的 演变 与 到 期 日 的 隐 含 收益 率 的 演变 完全 一 致 ， 即 


( & J 
Vn, mm; Sn tm—n) Bl(n, ms 5n) 


与 债券 价格 具有 相同 的 树 结构 。 特 别 地 ， 假 设 倒数 第 二 个 时 段 的 状态 
s-1 是 已 知 的 ， 则 最 后 的 收益 率 就 是 非 随机 的 。 注 意 ， 这 里 的 “上 涨 ”和 

2&2 “下 跌 ” 失 去 了 它们 原来 的 含义 ， 因 为 价格 上 涨 时 收益 是 下 降 的 。 不 过 ， 
我 们 还 是 使 用 原来 的 标记 u 和 d。 


例 11.3 
我 们 继续 研究 例 11. 1， 并 且 计 算出 收益 率 。 注 意 到 + 二 二 。 其 结果 
如 图 11 一 6 所 示 。 


J(2, 3; uu) = 11.45% 
DJ 2; u) = 6.26% 
M1, 3; u) = 9.19% 


0, 1) = 11.94% 2, 3; ud) = 15.09% 
0, 2) = 10.41% 


M0,3)= 11.11% 72, 3; du) = 11.09% 
Hl1,2; d)= 11.21% 
1, 3; d) = 11.63% 


J2, 3; dd) = 13.15% 


图 1 一 6 例 11.3 中 的 收益 率 


练习 11. 2 

按 练习 11. 1 中 的 收益 率 ， 计 算 收益 率 y(0，3)。 收 益 率 和 到 期 
日 之 间 的 关系 是 什么 ? 不 用 计算 债券 的 价格 ， 你 能 计算 出 没有 
计算 出 的 收益 率 吗 ? 


现在 考虑 瞬时 远 期 利率 。 在 初始 时 间 0， 存 在 N 个 远 期 利率 
fC0, 0), fC(0, 1),f60, 2),:*, f(0, N—1) 
它们 是 由 初始 债券 价格 形成 的 。 注 意 ， 第 一 个 数 是 短期 利率 +(0) 二 
了 (0, 0) 。 对 于 接 下 来 的 时 段 ， 当 前 的 股票 价格 隐 含 着 远 期 利率 。 将 式 
(10. 6) 应 用 于 随机 的 债券 价格 ， 我 们 就 可 以 计算 出 远 期 利率 的 随机 演变 ， 


210 从 到 城池 二 信 :至 庙 家 守 ， 


lInB(n, N+l1; s,)—lnB(n, N; s,) 
在 时 间 1， 我 们 由 债券 价格 序列 可 以 得 到 N 一 1 个 远 期 利率 构成 的 两 个 可 
能 的 序列 

Als 1; U)， ls 2; U)，…， 1， N=1s u) 

Felks 1; d)， fll, 2; ds a 天 1， 到 一 并 d) 


243 ”在 时 间 2， 我 们 有 4 个 由 N 一 2 个 远 期 利率 构成 的 序列 ， 如 此 等 等 。 在 时 
间 N 一 1， 存 在 2*“ 个 单独 的 数 FCN 一 1，N 一 1; sn-1)。 


fm NS 一 一 ,有 


例 11. 4 
利用 式 〈11. 1)， 我 们 能 够 对 例 11. 1 中 的 数据 计算 远 期 利率 ， 例 如 


FL 由 一 一 InB(1， 3; U) 一 InB(1，2; u) 


7 
另外 ， 我 们 可 以 利用 例 11. 3 计算 出 的 收益 率 ， 由 公式 (10. 7) 得 到 
fll, 2; uU) 一 2y(1，3; u) 一 (1，2; u) 
这 些 结果 汇集 在 图 11 一 7 中 。 


f(2,2; uu)= 11.45% 
f(1, 1; u) = 6.26% < 
f(1,2;u) = 12.12% 


J (0, 0) = 11.94% < f(2, 2; ud) = 15.09% 
Jf(0,1)= 8.88% 
f(0, 2) = 12.52% f(2,2; du)= 11.09% 
f(1,1;d)=11.21% 
f(1,2;d)= 12.05% < 
f(2, 2; dd) = 13.15% 
图 11 一 7 例 11.4 中 的 远 期 利率 


包含 在 远 期 利率 中 的 信息 足以 能 够 计算 出 债券 的 价格 ， 正 如 命题 
10. 3 所 表明 的 。 


练习 11.3 


假设 远 期 利率 树 由 图 11 一 8 中 给 定 ， 计 算 相应 的 债券 价格 ( 利 
用 1 个 月 时 段 ) 。 


短期 利率 是 远 期 利率 的 特殊 情况 ， 即 对 于 n 宇 1， 
r(723 sw) 一 2，723 s,) 


7(0) 三 f(0,，0)， 具 有 确定 性 。 短 期 利率 还 可 以 用 rr(n; sw) 二 yn, n 十 1; 
5m)， nn 之 1 和 xr(0) 三 y(0, 1) 给 出 ， 即 利用 在 下 一 个 时 段 到 期 的 债券 的 收 





244 f(1, 2; u) = 12.39% 


J (2,2; uu)= 10.72% 
f01,1;0)= i 
7(0, 0) = 9.28% 二 f(2, 2; 0d) = 14.12% 


f(0, 1)= 9.47% 


J (0.2)= 8.44% f(2,2; du) = 10.61% 
f(1,1;d)=11.82% 
f(1,2;d)= 人 


f(2, 2; dd) = 12.18% 


图 11 一 8 练习 11. 3 中 的 远 期 利率 


益 率 给 出 。 由 远 期 利率 和 收益 率 之 间 的 关系 可 以 明显 地 看 出 这 一 点 。 
我 们 现在 描述 货币 市 场 账户 ， 从 A(0) = 1 开始 ， 下 一 个 值 


A(1) = exp(rr(0)) 
仍然 是 确定 性 的 ， 但 在 后 面 的 时 段 会 变 成 随机 的 。 在 时 间 2， 存 在 两 个 取 
决 于 时 间 1 的 状态 的 值 

A(2; u) = exp(r(r(0)+r(1; u)))=A(l)exp{rr(1; u)) 

A(2; d) 一 exp(r(r(0) 十 r(1; d))) 一 4A(l1)exp{rr(1; d)} 


接 下 来 ， 可 以 计算 出 
A(3; ud) = exp(r(r(0)+r(1; u) 十 r(2; ud))) 
一 A(2; u)exp{rr(2; ud)} 
一 般 地 ， 
A(z 十 1 siu) = ACns sn—1)exp{rr(n; ss_1u)} 
A(z 十 1; s,-1d) = A(n; Sn-1)exp{rr(z s,_1d)} 


练习 11.4 
如 果 远 期 利率 与 练习 11. 3 中 的 相同 ,计算 货币 市 场 账 户 的 
演变 。 


对 于 债券 投资 ， 货 币 市 场 账户 的 作用 与 我 们 在 前 几 章 论述 的 股票 市 
场 投资 策略 中 无 风险 资产 的 作用 相同 。 当 对 债券 和 衍生 证 券 定价 时 ， 可 
以 利用 未 来 现金 流 折 现 ， 这 正 是 我 们 接 下 来 将 论述 的 。 


11.2 债券 的 套利 定价 


245 假设 我 们 对 在 固定 时 间 期 界 N 到 期 的 债券 给 出 了 债券 价格 BCn， N; 
s%) 的 二 又 树 。 另 外 ， 我 们 还 给 出 了 货币 市 场 过 程 A(n; s,, )，。 正如 本 章 


212 及 克 六 家 字 - 
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一 开始 提 及 的 ， 其 他 债券 的 价格 不 能 完全 随意 变化 。 我 们 将 证 明 ， 当 
M 一 六 时 ， 价 格 B(n，M; s,) 可 以 用 到 期 日 为 N 的 债券 和 货币 市 场 账户 
复制 。 根 据 无 套利 定价 原理 ，B(z，M; s,) 的 价格 将 等 于 相应 的 复制 策略 
的 值 。 


例 11. 5 

考虑 例 11. 1 中 的 数据 ， 在 第 一 个 时 段 ， 短 期 利率 是 确定 的 ， 而 且 可 
以 用 价格 B(0，1) 推导 出 。 货 币 市 场 账户 的 前 两 个 价值 分 别 为 A(0) = 1 
和 A(1) 一 1.01。 作 为 基本 的 工具 ， 我 们 取 在 时 间 3 到 期 的 债券 。 这 个 债 
券 在 时 间 0 和 时 间 1 的 价格 如 图 11 一 9 所 示 ， 图 中 还 给 出 了 在 时 间 2 到 期 
的 债券 的 价格 。 我 们 可 以 找到 一 个 资产 组 合 (z，y) ， 其 中 z 为 到 期 日 为 
3 的 债券 数 ; y 为 货币 市 场 头寸 ， 使 得 这 个 资产 组 合 的 价值 与 到 期 日 为 时 
间 2 的 债券 在 时 间 1 的 价格 相等 。 为 此 目的 ， 我 们 解 如 下 方程 组 


0. 984 8z 十 1. 01y 一 0.994 8 

0. 980 8z 十 1.01y 王 0.990 7 
B(1, 2; u) = 0.994 8 
B(1, 3; u) = 0.984 8 


B(0, 2) = 0.982 8 
B(0, 3) = 0.972 6 
B(1, 2; d) = 0.9907 
B(1, 3; d) =0.980 8 


图 11 一 9 来 自 例 11. 1 的 债券 价格 


就 可 以 得 出 x 二 1，y 实 0.009 8。 这 个 资产 组 合 在 时 间 0 的 价值 为 1 x 
B(0, 3) 十 0.009 8XA(0) 衬 0. 982 4， 它 不 等 于 B(0，2)。 图 11 一 9 中 的 
价格 提供 了 一 个 套利 机 会 ， 

e 以 0. 982 8 美元 价格 卖 出 1 份 在 时 间 2 到 期 的 债券 ， 以 0. 982 4 美 
元 价格 购买 上 面 构造 的 资产 组 合 。 

e 在 时 间 1， 无 论 如 何 ， 资产 组 合 的 价值 足够 买 回 债券 ， 开 始 的 余额 
0. 000 4 美元 是 套利 利润 。 

例 11. 1 中 的 模型 与 无 套利 原则 是 不 一 致 的 ， 因 此 必须 加 以 修改 ， 但 
我 们 只 能 调整 某 些 未 来 价格 ， 因 为 所 有 债券 的 现在 价格 是 由 市 场 决定 的 。 
容易 看 出 利用 B(1, 2; u) 二 0.995 8， 而 B(1，2; d) 保持 不 变 ， 或 者 令 
B(1, 2; d) 二 0.991 3, 而 B(1, 2; u) 保 持 不 变 ， 我 们 就 能 够 消除 套利 机 
会 。 当 然 ， 除 此 之 外 还 有 许多 利用 B(1，2)》 的 两 个 值 瞬 时 改变 来 修正 模 
型 的 方法 。 这 里 我 们 令 B(1, 2; d) = 0.991 3， 而 B(1，2; u) 保持 不 
变 ， 则 修正 后 的 价格 树 如 图 11 一 10 所 示 ， 相 应 的 收益 率 如 图 11-11 
所 示 。 





B(2, 3; uu) = 0.990 5 
B(l, 2; u) = 0.994 8 
B(l, 3; u) = 0.984 8 


B(0, 1) = 0.990 1 B(2, 3; ud) = 0.987 5 
B(0, 2) = 0.982 8 
B(2, 3; du) = 0.990 8 
B(1, 2; d) = 0.991 3 
B(1, 3; d) = 0.980 
B(2, 3; dd) = 0.989 1 


B(0, 3)= 0.972 6 
图 11 一 10 修正 后 的 例 11.5 中 的 价格 树 


2, 3; uu) = 11.45% 
y(1, 2; u) = 6.26% 
V1, 3; u) = 9.19% 


ot 12, 3; ud) = 15.09% 
0, 2) = 10.41% 


M0, 3)= 11.11% J2, 3; du) = 11.09% 
(1, 2; d) = 10.49% 
Ml, 3; d) = i 


J(2, 3; dd) = 13.15% 
图 11 一 11 修正 后 的 例 11.5 中 的 收益 率 树 


注 11.2 

在 例 11. 5 中 ,债券 价格 的 修正 过 程 与 第 8 章 中 描述 的 一 般 衍生 证 券 
的 定价 存在 某 些 相似 之 处 : 在 时 间 2， 到 期 的 债券 起 着 衍生 证 券 的 作用 ; 
在 时 间 3， 到 期 的 债券 起 着 基础 债券 的 作用 。 但 不 同 点 是 ， 在 时 间 2 到 期 
的 债券 现在 的 价格 是 固定 的 ， 为 消除 套利 机 会 ， 在 模型 中 我 们 只 能 调整 
未 来 价格 。 在 这 个 阶段 ， 我 们 只 关心 建立 模型 的 一 致 性 而 不 针对 证 券 
定价 。 


练习 11. 5 
247 假设 在 时 间 3 到 期 的 债券 的 价格 树 和 短期 利率 如 图 1112 所 


示 ， 其 中 + 二 十， 对 在 时 间 2 到 期 的 债券 定价 。 


B(2, 3; uu) = 0.999 1 
1; u) = 2.40% 
se =240% 


B(2, 3; ud) = 0.996 0 
B(0, 3) = 0.992 7< r(0)= 4.11% 


B(2, 3; du) = 0.998 6 
B(1, 3; d) = 0.995 Ke d) =3.00% 


” “8(02,3;dd)=0.9969 
图 11 一 12 练习 11. 5 的 债券 价格 和 短期 利率 


我 们 很 容易 将 例 11. 5 一 般 化 。 基 础 债券 (underlying bond) 在 时 间 
NN 到 期 ， 我 们 能 够 计算 出 在 时 间 M 二 N 到 期 的 任意 债券 的 价格 结构 。 复 
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制 过 程 是 从 M 开始 向 后 逐步 进行 的 ， 对 于 时 间 M 的 每 个 状态 sw， 有 
B(M，Mi sm) 二 1。 第 一 步 是 容易 的 : 对 每 个 状态 sw-1， 我 们 取 一 个 资产 


组 合 r 一 0 和 y 一 CRT 5， 这 是 因为 债券 在 到 期 前 一 个 时 段 变 为 无 风 


险 债券 。 

下 一 步 ， 考 虑 时 间 M 一 2。 对 每 一 个 状态 sw-;， 我 们 计算 < 一 ZCM 一 
1;sm_z) 和 yy 二 yCM 一 1; sw_s)， 其 中 zz 为 在 时 间 NN 到 期 的 债券 的 数量 ; y 
为 货币 市 场 头寸 ， 我 们 求解 方程 组 


XB(M—1, N; su) 十 yA(M 一 1; sm_2)= BCM—1, M; sy_2u) 
XB(M—1, N; sw_2d)yA(M—1; sy_2) = B(M—1, M; sm_2d) 


以 这 种 方式 ， 我们 可 以 得 到 在 时 间 M 到 期 的 债券 在 时 间 M 一 2 时 的 价 
格 ， 即 


B(M—2, M; sum_s3u) = xXB(M—2, N; sw_3u) 二 yA(M—2; sw-3) 
BC(M—2, M; sm-3d) = xzB(M—2, N; sw-3d)+ yA(M—2; sm_3) 


我 们 能 够 通过 这 个 树 向 后 移动 重复 这 个 复制 过 程 。 


注 11.3 
如 果 二 叉 树 模型 满足 类 似 于 条 件 3. 2 的 条 件 ， 复 制 是 可 能 的 。 第 3 
章 中 的 条 件 x 盖 二 d， 在 这 里 被 以 下 条 件 替 代 : 


kn, N; soiu) 二 rr 一 1; Si) 二 RCI，Ni S -1d) 11 2 


任意 未 来 现金 流 都 可 以 按 类 似 的 方式 被 复制 ， 例 如 具有 固定 息 票 的 附 息 
债券 就 是 这 样 的 。 


例 11.6 

取 一 个 面值 下 王 100 美元 ， 在 时 间 2 到 期 的 附 息 债 券 ， 在 时 间 1 和 时 
间 2 支付 息 票 C 王 10。 我 们 利用 在 时 间 3 到 期 的 零 息 债券 作为 基础 证 券 
定价 未 来 现金 流 。 附 息 债券 在 特定 时 间 的 价格 PP 将 不 包括 利息 金额 〈 所 
谓 的 除息 价格 )。 假 设 债券 的 价格 结构 如 图 11 一 10 所 示 。 

考虑 时 间 1。 在 状态 u， 短 期 利率 由 价格 B(1, 2; u) 一 0.994 8 确定 ， 
于 是 我 们 有 r(1; u) 衬 6. 26%。 因 此 ，P(1; u) 衬 109. 43。 在 状态 d， 我 们 可 
以 利用 B(1, 2; d) 一 0. 991 3 得 到 (1; d) 实 10.49%; P(l1; d) 实 109. 04。 

考虑 时 间 0。 在 时 间 1 我 们 复制 的 现金 流 包括 息 票 金额 ， 于 是 我 们 得 
到 P(1; u) 十 10 兰 119%.43，P(1; d) 十 10 衬 119.04。 短 期 利率 +r(0) 位 
11. 94% 决 定 了 货币 市 场 账户 的 值 ， 这 个 值 与 例 11. 5 中 的 值 相 同 ，A(1) = 
1.01， 因 此 我 们 计算 出 z 实 96.25，y 实 24.40。P(0) 衬 118.01 为 附 息 债 
券 现在 的 价格 。 
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另 一 个 方法 是 利用 即 期 收益 率 Cspot yield): y(0, 1) 二 11.94%; 


y(0, 2) 宇 10. 41%， 折 现 未 来 支付 ， 即 118. 01 兰 10Xexp( 一 十 xl 9456) 十 
_2 0 
110Xexp( X10.41%). 
一 般 地 ， 


P(0)= Ciexp{—ry(0, 1)} 十 Czexp{ 一 2ry(0，2)} 十 … 
十 (CN 十 F)exp{ 一 Nry(0，N))} (人 .33 


(为 了 简单 起 见 ， 公 式 包 括 所 有 的 时 段 。 在 时 段 &， 没 有 息 票 支付 ， 则 
C4 二 0。) 当 第 次 息 票 被 支付 时 ， 现 金 流 是 (确定 性 的 ) 息 票 和 (随机 
的 ) 剩余 债券 的 价格 之 和 ， 即 


Ce 十 P(E;i se) = Ce 十 CtHiexp{ 一 ry(R，R 十 1; s)) 十 … 
(GC,+F)exp{—r(n—k)y(k, n; s,)} 


实际 上 ， 息 票 经 常 取决 于 其 他 量 ， 于 是 附 息 债券 可 以 变 成 衍生 证 券 。 
我 们 将 描述 一 个 重要 的 案例 ， 这 里 息 票 是 按 面值 的 比例 计算 的 。 我 们 将 
这 个 比例 定义 为 付 息 率 ， 可 以 利用 将 短期 利率 转换 为 等 价 的 离散 复合 利 
率 得 到 。 特 别 是 ， 当 + 是 一 天 时 ， 付 息 率 将 是 隔夜 LIBOR 利率 (伦敦 银 
行 同业 拆借 利率 )。 


命题 11.1 
在 时 间 N 到 期 , 且 当 0 二 kN 时， 具有 随机 利息 
Cilsi~1) = (exp{rr(k—l1; st1)}— DF (11.4) 


的 附 息 债券 按 面值 (at par) 交易 ( 即 价格 PC0) 等 于 面值 FF)， 

证 明 

固定 时 间 N 一 1 和 状态 sv_!， 在 这 种 状态 下 ,债券 的 价值 为 下 十 
Cn (sw-1)。 如 果 利息 由 式 (11. 4) 给 出 ， 则 按 短期 利率 折 现 就 可 以 得 出 
PCN 一 1; sw-1) 二 下 。 沿 着 这 个 树 继续 向 后 ， 对 每 个 状态 应 用 相同 的 论 
证 ， 我 们 最 终 就 可 以 得 到 P(0) = 下。 口 


练习 11.6 
计算 按 面值 交易 ， 在 时 间 2 到 期 的 债券 的 息 票 ， 假 设 收益 率 与 
例 11. 5 中 的 相同 ， 见 图 11 一 11 


11.2.1 风险 中 性 概率 


216 [a i 


在 第 3 章 中 我 们 已 经 学 过 一 一 在 时 间 n， 股 票 的 价格 SC(n) 等 于 在 时 
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间 ”十 1 股票 价格 S(n 十 1) 折 现 到 时 间 的 价格 在 风险 中 性 概率 之 下 的 期 
望 值 ， 这 种 情况 类 似 于 利率 的 二 叉 树 模型 。 

折 现 因子 由 货币 市 场 账 户 确定 ， 换 言 之 ， 由 短期 利率 决定 。 一 般 说 

来 ， 折 现 因子 是 随机 的 ， 形 如 exp{ 一 rr(n; 5,))。 
假设 状态 w 在 时 间 n 出 现 ， 且 确定 下 一 个 时 段 的 货币 的 时 间 价 值 的 
短期 利率 现在 是 已 知 的 。 考 虑 在 时 间 N 到 期 且 满 足 条 件 n 二 NN 一 1 的 债 
券 ， 我 们 给 出 这 个 债券 的 价格 B(z，Ni sw) 以 及 下 一 个 时 段 的 两 个 可 能 
值 B(n 十 1，N; su) 和 Bln 十 1，N; s,d)。 这 些 可 能 值 是 随机 可 变 的 ， 由 
Bln 十 1，N; w) 定义 。 如 果 n== NN 一 1， 债券 在 下 一 个 时 段 N 到 期 ， 则 
到 期 时 只 有 一 个 与 状态 无 关 的 价格 ， 即 面值 。 我 们 寻找 一 个 概率 p, 使 得 
Bln, N; s,)= [BOz 十 1,Nisu) 十 (1 一 训 . ) BC 十 1，Ni s,d)] 
Xexp{—rr(n; s,)} 全 玉 多 


这 个 方程 可 以 求解 p, ，p. 原则 上 依赖 于 n，N 和 s,。 (我 们 很 快 就 会 发 
现 ， 实际 上 ，p, 不 依赖 于 到 期 日 N， 见 命题 11.2。〉 回顾 对 数 收益 率 的 
定义 ， 我 们 有 

Bn 二 +1, N; Snt+1) = Bl(n, N; sw)exp{(R(Cz 十 1， N; Snt1 )} 
这 样 就 能 得 出 

人 exp{rr(n; s»)}—exp{k(ntl1, N; sd))} 

人 exp{k(nt1, N; s,u)}—exp{k(nt+l1, N; sd))》 
Gli 


这 些 数 称 为 风险 中 性 或 者 扶 概 率 。 于 是 ,无 套利 条 件 〈11. 2) 现在 可 以 
写 为 
0<p. ln, Ni s,)<1 


例 11.7 

利用 例 11. 5 中 修正 的 数据 (债券 价格 如 图 11 一 10 所 示 )， 对 一 0， 
1,， 计算 风险 中 性 概率 p. (2，3; w) 树 。 

首先 ， 计算 货币 市 场 收益 率 。 最 简单 的 方法 是 利用 收益 率 ( 见 图 
"1, 取 r 一 不 ， 我 们 有 rrCn; = ?一 0，1， 这 样 
就 可 以 计算 出 如 下 值 : 


rr(1; u) =0.521% 
(0) =0.995% 二 
Ee 芭 rr(1; d) =0.874% 


其 次 ， 计 算 债券 的 收益 率 &(1，3; 5 ) 与 &(2，3; s%)。 例 如 ， 如 果 % 一 
ud, 则 &(2, 3; ud) 一 In 人 人 8) 。 结果 如 下 ; 
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218 [a a 


Bl; do =1 25N 去 k(2, 3; uu) = 0. 58% 
Ce ee &(2, 3; ud) =0.27% 


k(2, 3; du) =1.01% 


\ 
， 一 0. 84" 


我 们 可 以 看 出 ， 满 足 无 套利 的 条 件 为 : 0.84% 一 0.99% 二 1.25%， 
0.27% =<0.52% <0.58% 和 0.84% 二 0.87% 二 1.01%。 

最 后 ， 直 接应 用 式 (11. 6)， 计 算 我 们 想 要 的 概率 ; p, (0) 一 0. 381 3， 
Pp (1; u) 一 0.815 9, p, (1; d) 一 0.181 1， 如 图 11 一 13 所 示 。 


0.815 
03813 > 了 
0.186 I wd 
0.181 1_y d 
0.618 < 
0.8189 ~ dd 
图 11 一 13 例 11.7 中 的 风险 中 性 概率 


上 面 模型 的 最 主要 结论 是 : 通过 复制 定价 等 价 于 利用 风险 中 性 概率 
定价 。 这 个 结论 可 以 由 无 套利 原则 得 出 ， 并 可 应 用 于 任意 现金 流 ， 甚 至 
可 以 应 用 于 状态 决定 数量 的 随机 现金 流 。 对 概率 p. (n，N; * ) 取 期 户 
是 为 任意 证 券 定 价 的 通常 做 法 。 期 望 值 是 从 最 后 的 状态 开始 通过 树 逐 步 
向 后 推算 出 来 的 。 


例 11:8 

考虑 一 个 面值 下 二 100 美元 ， 在 时 间 N=2 到 期 的 附 息 债券 ， 息 票 等 
于 债券 现在 价值 的 5%， 分 别 在 时 间 1 和 时 间 2 支付 。 特别 地 ， 在 每 种 状 
态 下 ， 到 期 时 ， 息 票 都 是 C, 二 5。 利 用 例 11.7 中 的 风险 中 性 概率 我 们 能 够 
计算 出 债券 在 时 间 1 的 价值 。 在 上 涨 状态 ， 我 们 利用 短期 利率 >(1; u) 二 
6. 26%， 在 到 期 日 应 支付 105 的 折 现 值 ， 这 样 就 可 以 得 到 104. 454 0。 在 下 
跌 状 态 下 利用 同样 的 方法 ， 我 们 得 到 104. 086 5。 现在 我 们 加 上 5% 的 息 
票 ， 于 是 在 时 间 1 应 付 的 数量 在 上 涨 状态 变 为 109. 676 7， 在 下 跌 状 态 变 
为 109. 290 8。 利 用 风险 中 性 概率 ， 我 们 可 以 计算 出 债券 的 现 值 : 
108. 354 5 (0. 381 3X109. 676 7 十 0. 618 7X109. 290 8)/1.01, 


练习 11.7 
利用 例 11.7 中 的 风险 中 性 概率 计算 以 下 随机 现金 流 的 现 值 ， 在 
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252 时 间 2， 在 uu 状态 下 ， 我 们 收 到 20 美元 ; 在 ud 和 du 状态 下 收 
到 10 美元 ; 在 dd 状态 下 没有 收入 。 在 其 他 时 间 没有 支付 。 


练习 11.8 
计算 图 11 一 14 中 的 债券 价格 的 套利 机 会 。 


B(2, 3; uu) = 0.995 2 
B(l, 2; u) = 0.992 4 
B(1, 3; u) = 0.983 8 


B(0, 1)= 0.995 4 B(2, 3; ud) = 0.991 5 
B(0, 2) = 0.987 3 


B(0, 3) = 0.978 8 B(2, 3; du) = 0.992 1 
B(1, 2; d) = 0.990 2 
B(1, 3; d) = 0.981 多 

B(2, 3; dd) = 0.990 1 


图 11 一 14 练习 11. 8 的 债券 价格 


练习 11.9 
假设 风险 中 性 概率 在 每 种 状态 下 都 是 工 ， 且 假设 短期 利率 如 下 图 


所 示 。 计 算 在 时 间 3 到 期 的 债券 价格 ( 时段 为 1 个 月 ，r= 十)。 


r(2; uu) = 8.3% 
rll; u) 一 8.5% = 
r(2; ud) = 8.9% 
r(0) = 9.5% 
r(2; du) = 9.1% 
r(l; d) 一 9.8% = 
r(2; dd) = 9. 3% 


命题 11. 2 的 结论 很 重要 ， 它 有 效 地 简化 了 模型 。 


命题 11.2 
无 套利 隐 含 的 风险 中 性 概率 与 到 期 日 无 关 。 
253 证 明 
考虑 到 期 日 为 M<N 的 两 个 债券 和 固定 的 z 县 M。 对 两 个 债券 中 的 
每 一 个 债券 ， 我 们 有 


Bln, M; s,)=[p, (n, M; BC 十 1，M; su) 

十 (1 一 户 . (n, M; s,)) 

XB(ntl1, M; sd) Jexp{—rr(n; s,)} (11.7) 
Bln, N; s,)=[p, (n, Ni s,)Blnt+1, N; yu) 

十 (1 一 户 . (n, N; s,)) 

XB(ntl1, N; sd) Jexp{—zrr(n; s,)} (11.8) 





我 们 的 目标 是 证 明 p. (n,，M; s,) = 二 pp.(n,，N; s,) 对 于 任意 的 状态 s, 都 
成 立 。 
我 们 可 以 借助 于 到 期 日 为 N 的 债券 和 货币 市 场 账 户 复制 到 期 日 为 M 

的 债券 的 价格 。 因 此 ， 计算 z 与 y， 使 得 

Blntl1, M; wu) = zxBlntl, N; su 十 yACz 十 1; s,) 

Blnt1, M; s.d)= zB(ntl1, N; sd) 十 yA(Cz 十 1; s,) 
无 套利 原则 暗含 这 种 方程 在 时 间 n 也 成 立 ， 即 

Bln, M; siu) = zBln, N; siu) tyAln; s,1) 

Bln, M; s,-1d)= zBln, N; sw id) 十 yAC s,_1) 
将 到 期 日 为 M 的 债券 的 价值 代入 式 (11.7)， 利 用 货币 市 场 账户 公式 ， 
然后 进行 代数 变换 ， 我 们 有 


Bln, N; s,)=[p. (n, M; s,)B(ntl1, N; s,u) 
tl]—~—px(ns Mss,)) 
XBlnt+l1, N; wd) Jexp{—rr(n; s,))} 


对 p.(n，M; s,) 求解 此 方程 ， 得 出 求 出 的 解 与 式 (11. 8) 隐 含 的 概率 
PP.(n，N; 5s,) 相同 ,证 毕 。 口 


练习 11. 10 
如 果 债 券 价格 与 图 11 一 15 中 的 相同 ， 找 出 套利 机 会 。 


B(2, 3; uu) = 0.995 1 
B(l, 2; u)=0.9916 
B(l, 3; u)= 0.983 8 


B(0, 1) = 0.995 4 区 B(2, 3; ud) = 0.991 5 
B(0, 2) = 0.986 5 
B(2, 3; du) = 0.992 1 
B(1, 2; d) = 0.990 庆 
B(1, 3; d) = 0.981 8 
B(2, 3; dd) = 0.989 9 


B(0, 3) = 0.978 8 
图 11 一 15 练习 11. 10 的 数据 


11.3 利率 衍生 证 券 
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我 们 在 11. 2 节 中 介绍 的 工具 可 以 对 任意 基于 利率 或 者 等 价 地 基于 债 
券 的 任意 衍生 证 券 定价 。 在 二 叉 树 模型 的 范围 内 ， 与 入 生 证 券 相 联 系 的 
现金 流 可 以 利用 货币 市 场 账户 和 具有 足够 长 到 期 日 的 债券 复制 。 这 个 债 
券 甚至 不 一 定 是 基础 证 券 ， 因 为 各 种 债券 的 价格 必须 是 一 致 的 。 一 个 替 
代办 法 是 ， 利 用 风险 中 性 概率 。 该 方法 是 可 取 的 复制 方法 ， 因 为 它 简单 。 
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通过 前 面 的 论述 ， 这 两 种 方法 的 等 价 性 是 明显 的 。 
复杂 的 衍生 证 券 定价 基 本 上 可 简化 为 寻找 与 之 相 联 系 的 现金 流 。 接 
下 来 我 们 将 列举 某 些 利率 未 定 权 益 的 例子 。 我 们 从 最 简单 的 期 权 开始 。 


11.3.1 期 权 


利率 期 权 的 基础 证 券 是 各 种 债券 。 


例 11.9 
取 例 11. 5 的 债券 价格 ( 见 图 11 一 10) ， 考 虑 在 时 间 3 到 期 的 零 息 债 
券 的 看 涨 期 权 ， 其 施 权时 间 为 时 间 2， 施 权 价 为 X= 二 0.99。 最 终 的 回报 
在 下 表 的 最 后 一 列表 明 ， 从 这 些 最 终 回报 开始 ， 我 们 逐步 地 往 后 计算 利 
255 ”用 近似 的 短期 利率 折 现 的 连续 价值 的 风险 中 性 期 望 值 


1 一 0 7 一 1 2 一 2 
0. 000 5 
0.000 41 = 
/ 0 





0. 000 24 
\ 0.000 8 
0.000 14 = 


因此 ， 期 权 的 价格 为 0. 000 24。 


练习 11. 11 

假设 债券 价格 的 结构 与 例 11. 5 相同 〈 见 图 11 一 10) 。 考 虑 一 个 
在 时 间 2 到 期 的 附 息 债 券 ， 其 面值 下 二 100 美元 ， 在 每 个 时 段 支 
付 息 票 C= 二 1。 计 算 在 时 间 2 施 权 ， 施 权 价 为 和 = 101. 30 美元 
的 美式 看 涨 期 权 的 价格 〈 每 个 时 段 的 债券 价格 包含 息 票 ) 。 


债券 的 看 涨 期 权 可 以 被 发 行 能 够 在 到 期 日 之 前 以 指定 价格 回 购 的 债 
券 的 机 构 使 用 ， 具 有 这 种 条 款 的 债券 称 为 可 赎 回 债券 〈callable bond) 。 
可 赎 回 债券 的 价格 可 以 利用 与 之 相关 的 期 权 的 价格 计算 出 。 


11.3.2 互 换 


出 售 债券 是 借入 货币 的 一 种 方法 。 在 附 息 债券 按 面值 交易 的 情况 下 ， 
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本 金 表示 借 和 人 的 金额 ， 息 票 表示 利息 ， 利 息 可 以 是 固定 的 ， 也 可 以 是 浮 
动 的 (可 变 的 )。 如 果 所 有 的 息 票 都 相同 ， 则 利息 是 固定 的 。 浮 动 利息 可 
以 用 许多 方法 实现 。 这 里 我 们 假设 短期 利率 由 式 (11. 4) 确定 。 我 们 的 
讨论 建立 在 命题 11. 1 之 上 ， 根 据 命题 11. 1 浮动 息 票 债券 的 市 场 价值 一 
定 等 于 它 的 面值 ， 即 债券 按 面值 交易 。 对 于 按 面值 交易 的 固定 息 票 附 息 
债券 ， 息 票 的 大 小 可 由 式 (11. 3) 很 容易 地 计算 出 。 我 们 可 以 认为 ， 合 
成 的 《〈resulting) 固定 的 付 息 率 等 价 于 在 债券 的 有 效 期 内 可 变 的 短期 
利率 。 


例 11. 10 

考虑 一 个 固定 息 票 债券 和 一 个 浮动 息 票 债券 ， 两 个 债券 都 是 按 年 付 
息 ， 且 按 面值 交易 。2 年 以 后 到 期 时 的 面值 二 100 美元 。 假 设 1 年 和 2 
年 零 息 债 券 的 二 叉 树 为 


B(1, 2; u) =0.9101 


B(0, 1)=0.9123 
B(0, 2)=0. 825 6 


B(1, 2; d) =0. 898 7 
这 里 时 段 取 为 1 年 ，r 二 1， 我 们 能 估计 固定 息 票 和 浮动 息 票 附 息 债券 的 
息 票 价值 。 浮 动 息 票 的 大 小 可 以 由 式 11.4) 计算 出 ， 即 
C=(B(0, 1)71—1)F9.6131 
CW)=(B(, 2; u 一 一 1)F 估 9.8780 
Cz(d)=(B(, 2; d) 一 一 ID)F 估 11.2718 


固定 息 票 C 可 以 通过 求解 方程 (11. 3) 得 到 ， 方 程 形式 为 
F=CB(0, 1) 十 (CC+F)B(0,， 2) 
于 是 有 
C10.035 1 
利用 买 人 固定 息 票 债券 和 卖 出 浮动 息 票 债券 (或 是 买 人 浮动 息 票 债券 


卖 出 固定 息 票 债券 )， 投 资 者 可 以 构造 一 个 现 值 为 零 的 随机 现金 流 ， 因 为 
这 两 种 债券 具有 相同 的 初始 价值 。 


一 个 卖 出 固定 息 票 债券 并 正在 支付 固定 利息 的 公司 ， 有 时 常常 希望 
转换 为 支付 浮动 利率 。 这 可 以 用 卖 出 浮动 息 票 债券 和 买 人 现 值 相同 的 固 
定 息 票 债券 加 以 实现 。 实 际 上 ， 人 金融 机 构 利用 签订 所 谓 的 互 换 (swap) 
合约 提供 这 种 服务 。 显 然 ， 这 种 互 换 不 涉及 任何 成 本 。 下 面 是 一 个 实际 
的 例子 ， 在 这 个 例子 中 ,金融 机 构 的 角色 是 对 两 家 特定 公司 的 需求 加 以 
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匹配 。 


例 11. 11 
假设 公司 A 希望 按 可 变 利率 借款 ， 公 司 B 愿意 按 固定 利率 借款 。 银 
行 提 供 如 下 的 实际 利率 〈 利 率 按 年 连续 复合 ) : 














13. 40% 
LIBOR 十 3% 


11. 40% 
LIBOR+2% 


固定 利率 
可 变 利率 


在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 按 固定 利率 借款 ， 公 司 A 相对 于 公司 B 具 有 
比较 优势 ， 按 可 变 利率 借款 ， 公 司 B 相对 于 公司 A 具有 比较 优势 。( 尽 管 
由 于 公司 A 的 总 体 信 用 评级 相对 较 好 ， 总 能 以 较 低 利率 获得 借款 。) 在 这 
种 情况 下 ， 公 司 A 应 该 按 固定 利率 借款 ， 公 司 B 应 该 按 可 变 利 率 借 款 ， 
然后 它们 可 以 将 利息 支付 互 换 。 

考虑 一 个 借 期 为 1 年 的 100 000 美元 的 本 金 。 假 设 LIBOR 为 10% 
(为 了 简单 起 见 ) ， 且 在 贷款 的 第 一 年 保持 不 变 。 如 果 公 司 A 按 可 变 利率 
借款 ， 公 司 B 按 固定 利率 借款 ， 那 么 它们 的 总 的 利息 支付 为 25 400 美 
元 。 而 如 果 公 司 A 按 固 定 利率 借款 ， 公 司 B 按 可 变 利率 借款 ， 则 利息 支 
付 的 总 额 仅 为 24 400 美元 。 如 果 两 个 公司 谈 妥 利率 互 换 ， 则 差额 1 000 
美元 将 在 两 家 公司 间 进 行 分 配 。 

两 家 公司 应 该 如 何 分 配 这 个 差额 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 我 们 假设 
利率 的 期 限 结 构 由 例 11. 10 中 的 1 年 和 2 年 零 息 债券 的 价格 确定 。 特 别 
地 ， 我 们 可 以 认为 ，LIBOR 与 由 债券 价格 推导 出 的 有 效 短期 利率 是 相同 
的 ， 即 1 年 的 为 BC0，1)-! 一 1]，2 年 的 为 B(1，2) 一 一 1。 它 们 与 例 11. 10 
中 浮动 息 票 债券 隐 含 的 利率 是 相同 的 。 固 定 息 票 隐 含 的 利率 为 10. 04%。 

如 果 不 与 公司 B 互 换 ， 公 司 A 想 要 得 到 相同 的 结果 ， 需 要 以 固定 利 
率 11. 40% 从 银行 贷款 100 000 美元 ， 买 人 1 000 份 固定 息 票 债券 ， 卖 出 
如 例 11. 10 中 的 1 000 份 浮动 息 票 债券 。 因 此 ， 公 司 A 以 11.40% 一 
10. 04% 十 LIBOR = LIBOR 十 1. 36% 利 率 借 人 100 000 美元 。 与 可 变 利率 
LIBOR 十 2% 相 比较 ， 可 以 得 到 0. 64% 的 利润 。 这 意味 着 ， 从 100 000 美 
元 贷款 上 ， 每 年 可 以 得 到 640 美元 收益 。 

利用 类 似 的 论证 ， 不 与 公司 A 互 换 ， 公 司 也 将 以 可 变 利 率 LIBOR 十 
3% 借 入 100 000 美元 ， 买 人 1 000 份 浮动 息 票 债券 ， 卖 出 1 000 份 固定 息 
票 债券 。 因 此 ， 公 司 B 将 会 以 LIBOR 十 3% 一 LIBOR 十 10.04% = 
13.04% 利 率 支付 利息 。 与 固定 利率 13. 40% 相 比较 ， 可 以 得 到 0. 36% 利 
润 。 这 意味 着 ， 从 100 000 贷款 上 每 年 可 以 得 到 360 美元 收益 。 

结论 是 ，1 000 美元 的 收益 被 公司 A 和 公司 B 两 家 公司 分 享 的 份额 
分 别 为 640 美元 和 360 美元 。 











最 后 ， 注 意 ， 互 换 的 价值 可 能 会 随 着 时 间 和 状态 而 改变 ， 并 偏离 初 
始 价值 。 如 果 公 司 想 要 在 以 后 的 时 间 签 订 互 换 协议 ， 可 以 购买 互 换 期 权 
《swaption) ， 它 是 互 换 价值 的 看 涨 期 权 (具有 指定 的 施 权 价 和 到 期 时 间 )。 


11.3.3 利率 的 上 限 和 下 限 
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利率 上 限 (cap) 是 可 变 利率 债券 的 一 个 附加 条 款 ， 它 指定 了 在 债券 
的 有 效 期 内 每 个 时 段 支 付 的 最 大 的 付 息 率 。 利 率 上 限 元 (caplet) 是 应 用 
于 单个 时 期 的 类 似 条 款 ， 换 言 之 ， 利率 上 限 元 是 支付 或 收 到 的 利率 水 平 
的 欧式 期 权 。 利 率 上 限 可 以 看 做 是 一 系列 的 利率 上 限 元 。 


例 11. 12 

我 们 通过 卖 掉 于 时 间 3 到 期 的 按 面值 浮动 息 票 平价 债券 (par float- 
ing-coupon bond， 即 债券 价格 总 是 等 于 债券 的 票面 价值 (par value) ， 息 
票 被 与 式 〈11. 4) 相同 的 短期 利率 隐 含 ) 从 而 得 到 一 笔 贷 款 。 我 们 使 用 
债券 的 价格 和 例 11. 5 中 的 利率 ， 见 图 11 一 10 和 图 11 一 11。 下 面 列 出 的 
现金 流 包括 卖 出 债券 的 初始 金额 、 息 票 和 支付 的 面值 ， 即 


n= 二 0 7 一 ] n= 二 2 


一 0.999 90 ”一 一 100.522 72 





一 0.999 90 ”一 一 100.877 64 


考虑 在 时 间 1 (1 个 月 ) 应 用 的 利率 上 限 元 ， 施 权利 率 是 8% (1 个 
月 的 施 权 利率 相应 为 0.67%)。 息 票 由 利率 上 限 元 利率 0. 668 89 确定 ， 
据 此 修正 现金 流 。 通 过 时 间 1 价值 的 折 现 ， 我 们 可 以 得 到 债券 在 时 间 0 
的 价格 ， 其 中 在 时 间 1 的 每 个 状态 的 值 都 定 为 100. 668 89， 即 100 加 上 
息 票 。 这 样 就 可 以 得 出 如 下 的 现金 流 ， 即 


n=0 n=1 六 二 2 
一 0.668 89 ”一 一 100. 522 72 
99. 672.27 
一 0.668 89 ”一 一 100.877 64 


债券 的 价格 减少 约 利率 上 限 元 的 价值 ， 即 0. 327 19; 

对 于 在 时 间 2 具有 相同 施 权 利率 的 利率 上 限 元 ， 息 票 的 最 大 值 为 
0. 668 89, 与 前 面 一 样 。 在 上 涨 状态 ， 我 们 支付 原来 的 利息 ;在 下 跌 状 
态 ， 我 们 施 权利 率 上 限 元 。 在 时 间 1， 债券 的 价值 不 是 100， 因 为 息 票 不 
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再 与 利率 上 限 债券 相同 。 时 间 1 的 价格 可 以 利用 时 间 2 的 价值 折 现 得 到 。 
在 时 间 0， 我 们 对 债券 在 时 间 1 的 折 现 值 计 算 风 险 中 性 期 望 ， 求 得 债券 的 
价格 。 得 到 的 现金 流 为 


7 一 0 n=1 n= 二 2 
一 0.999 90 一 一 100.522 72 
99. 873 23 < 
一 0.999 90 一 一 100. 668 89 


这 样 就 可 以 把 这 个 利率 上 限 元 的 价格 固定 在 0. 126 77。 
最 后 ， 考 虑 在 时 间 1 和 时 间 2 具有 与 上 面相 同 的 施 权利 率 的 利率 上 
限 ， 则 我 们 会 以 类 似 的 方式 得 到 以 下 现金 流 : 
7 一 0 7 一 1 n= 二 2 
一 0. 668 89 一 
99. 545 50 E 
一 0. 668 89 一 ”一 100.668 89 


我 们 可 以 看 出 ， 利 率 上 限 值 0. 454 50 等 于 这 些 利率 上 限 元 值 之 和 。 


类 似 地 ， 利 率 下 限 是 从 下 方 限制 息 票 的 条 款 。 这 将 对 债券 持 有 者 有 
用 。 它 由 一 系列 对 应 于 每 个 时 期 的 利率 下 限 元 (floorlet) 构成 。 


练习 11. 12 
按照 上 面 的 例子 ， 根 据 例 11. 5 的 债券 价格 计算 在 时 间 2 施 权 ， 
施 权 利率 为 8% 的 利率 下 限 的 值 。 

11.4 最 后 的 评注 
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我 们 用 建立 债券 价格 结构 模型 的 可 能 方法 的 非 正 式 评注 结束 本 章 。 
这 是 一 个 复杂 的 领域 ， 在 这 里 我 们 只 能 作 些 一 般 性 的 说 明 。 

正如 我 们 已 经 论述 的 ， 与 股票 价格 理论 相 比 ， 利 率 理论 更 复杂 。 为 
了 对 利率 衍生 产品 定价 ， 我 们 需要 知道 每 一 个 到 期 日 的 债券 可 能 价值 的 
模型 ， 但 到 期 日 不 同 的 债券 的 价格 必须 相互 一 致 。 正 如 我 们 上 面 所 看 到 
的 一 样 ， 以 下 两 类 模型 可 以 确定 所 有 早 到 期 的 可 能 的 价格 结构 : 

(a) 可 能 的 短期 利率 模型 ; 

(b》 具有 更 长 到 期 日 的 债券 可 能 价值 的 模型 (与 最 初期 限 结构 一 致 ) 。 
男 一 个 替代 的 方法 是 指定 

(a) 可 能 的 短期 利率 模型 ; 
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(b) 每 一 个 状态 的 概率 。 
并 且 取 这 些 概率 作为 风险 中 性 概率 ， 对 全 部 到 期 日 计算 所 有 债券 的 价格 。 
后 一 个 方法 在 概念 上 更 简单 ， 尤 其 是 如 果 在 每 个 状态 取 相 同 的 概率 。 短 
期 利率 的 灵活 性 可 以 使 得 我 们 得 到 足够 多 的 与 初始 期 限 结构 一 致 的 模型 。 

如 果 是 这 样 的 话 ， 那 么 二 叉 树 每 个 状态 的 概率 为 1/2 的 最 简单 的 选 
择 似乎 就 与 任意 的 选择 一 样 好 ， 接 下 来 我 们 集中 注意 力 构造 短期 利率 模 
型 使 得 参数 与 历史 数据 一 致 。 离 散 时 间 的 一 般 短期 利率 模型 描述 如 下 。 
令 刀 三 nr。 那 么 如 下 的 关系 式 就 可 以 详细 描述 利率 变动 树 ， 即 


rt) rt) = pt, rl))rtolt,, rt,))é, 


式 中 ,二 士 ] 在 每 个 状态 的 概率 为 1/2; (1，r)，a(t，r) 为 选择 的 合 
适 的 函数 。 利 用 连续 时 间 极限 〈 即 3. 3. 2 节 )， 则 这 些 关系 式 就 可 以 写 为 
如 下 形式 的 随机 微分 方程 


dr(2) 一 ACGty，zr(t))dt 十 cCt，r(i))dw(Cz) 


有 很 多 能 指定 函数 j. 和 的 方法 ， 但 没有 一 个 方法 是 被 普遍 接受 的 。 这 
里 举 几 个 例子 : jt, r) 一 0 一 ary a(t, 7) 三 a( 瓦 希 切 克 模 型 (Vasitek mod- 
el)); plt sr) =a(b—r),olt yr) =oV ( 考 克 斯 - 英 格 索 尔 - 罗 斯 模型 
(Cox-Ingersoll-Ross model)); py r)=00Dr, olt, 7) 一 or (布莱克 - 德 
曼 - 托 伊 模型 (Black-Derman-Toy model) ) 。 

给 定 短 期 利率 ， 接 下 来 我 们 计算 债券 价格 ， 它们 都 依赖 于 函数 wk 和 
c。 我 们 可 能 会 遇 到 两 个 问题 : 

1. 模型 太 简单 。 如 果 这 些 函 数 为 常数 ， 那么 我 们 就 不 能 对 它们 进行 
调整 使 得 得 到 的 债券 价格 与 初始 的 期 限 结构 一 致 。 

2. 模型 太 复 杂 。 如 果 我 们 取 最 一 般 的 函数 wk 和 oc， 然 后 对 参数 施加 
一 些 限制 以 满足 初始 期 限 结构 ， 但 许多 参数 仍 是 未 加 限制 的 ， 这 样 的 结 
果 太 过 一 般 化 以 致 没有 实际 用 处 。 如 果 采 用 折 中 的 解决 方法 ， 这 些 问 题 
就 可 以 避免 。 

还 有 另 一 个 替代 方法 是 详细 说 明 远 期 利率 曲线 的 动态 ， 这 样 就 可 以 
确定 期 限 结构 的 演变 ， 初始 的 期 限 结构 起 的 是 原始 数据 的 作用 。 这 听 起 
来 在 概念 上 很 简单 ， 但 希 思 - 雅 罗 - 默 顿 连续 时 间 模 型 (Heath-Jarrow- 
Morton model) 的 数学 方法 非常 复杂 。 

关于 这 个 课题 的 数学 文献 非常 多 ， 而 且 还 在 不 断 增 加 。 我 们 建议 对 
此 感 兴 趣 的 读者 可 以 阅读 ,例如 普 利 斯 卡 (Pliska，1997) 和 雅 风 (Jar- 
row，1995) 关于 离散 时 间 模 式 的 文献 ， 比 约克 (Bj6rk，1998) 和 陈 
(Chen，1996) 关于 连续 时 间 模 型 的 文献 。 
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1.1 资产 组 合 在 时 间 0 的 价值 为 
V(0) 一 zS(0) 十 yA(0) = 二 1 600 (美元 ) 
资产 组 合 在 时 间 1 的 价值 为 


1 800 如果 股 票 上 涨 


V(1) 一 zS(1) 十 ?4(1) = i 700 如果 股票 下 跌 


因此 ， 资 产 组 合 的 收益 率 


KVD—VO) _ 攻 125 0 如 果 股票 上 涨 
9 0. 062 5 如果 股票 下 跌 


即 12. 5% 或 者 6.25%。 
1.2 ”假设 债券 和 股票 价格 与 练习 1. 1 相同 ， 资 产 组 合 (z，y) 在 
时 间 1 的 价值 为 


30z 十 100y 如果 股票 上 涨 


二 120z++100y 如 果 股票 下 跌 
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228 j* Ra 


因此 ， 我 们 得 到 方程 组 


30z 十 100y 王 1 160 
20z 十 100y 王 1 040 


方程 组 的 解 为 zx 一 12，y 一 8。 由 12 股 股票 和 8 份 债券 构成 的 资产 组 合 将 
产生 题 中 要 求 的 时 间 1 的 价值 ， 这 个 资产 组 合 在 时 间 0 的 价值 为 


V(0) 王 12X25 十 8X90 王 1 020 (美元 ) 
1.3 以 下 策略 产生 套利 机 会 ， 
。 通过 交易 商 A 将 1 美元 竞 换 成 1 557 1 兰 0. 631 2 英镑。 





。 通 过 交易 商 B 将 0. 631 2 英镑 竞 换 成 0 520 了 全 0. 986 1 欧元 。 


e 通过 交易 商 A 将 0. 986 1 欧元 兑换 成 0. 986 1X1.020 2 之 1.006 0 
美元 。 
这 样 将 得 到 大 约 0. 006 0 美元 的 套利 机 会 。 
1.4 ”我 们 希望 xS(0) 和 yA(0) 都 等 于 初始 财富 的 一 半 ， 这 样 就 可 
以 给 出 80z 王 5 000，100y 王 5 000 ， 于 是 有 + 二 62. 5， y 一 50， 该 资产 组 
合 在 时 间 1 的 价值 为 


11 750 如 果 股票 上 涨 
V(1) 王 62.5S(1) 十 50A(1) 一 
9 250 “如果 股票 下 跌 


因此 ， 这 个 资产 组 合 的 收益 率 为 


0.175 如果 股票 上 涨 
一 0.075 ”如果 股票 下 跌 


现在 我 们 计算 期 望 收益 
E(Kv) =0.175X0.8—0.075X0.2=0.125 
即 12. 5%; 风险 为 
ov= Vv (0.175—0. 125)?X0.8+(—0.075—0.125)7 X0.2=0.1 


即 10%。 

1.5 以 下 策略 将 产生 套利 机 会 ， 在 时 间 0， 

@ 借入 34 美元 ; 

® 以 34 美元 价格 买 人 1 股 股票 ; 

e 签订 远 期 合约 空头 头寸 ， 其 远 期 价格 为 38. 60 美元 ， 交割 日 为 时 
间 1。 
在 时 间 1: 

e 以 38. 60 美元 卖 出 股票 ， 结 清远 期 协议 ; 


vy 三 
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@ 支付 34X1. 12 一 38. 08 美元 结 清 贷款 及 利息 。 
余额 38. 60 一 38. 08 一 0. 52 美元 就 是 套利 利润 。 

1.6 ”假设 承诺 在 时 间 1 支付 100 英镑 的 债券 在 时 间 0 卖 zx 英镑， 为 
计算 TI， 考虑 如 下 策略 ， 在 时 间 0 : 

@ 借 和 人 1. 6z 美元 并 兑换 成 x 英镑 ; 

@ 以 工 英镑 买 人 英镑 债券 ; 

e@ 取得 远 期 空头 头寸 ， 以 1. 50 美元 兑换 1 英镑 的 价格 卖 出 100 英镑 ， 
交割 日 为 时 间 1 。 
那么 在 时 间 1: 

@ 变现 债券 ， 得 到 100 英镑 ; 

e@ 结 清远 期 空头 头寸 ， 以 150 美元 价格 卖 出 100 英镑 ; 

@ 归还 贷款 和 利息 ， 总 额 为 1. 68z 美元 。 

这 些 交 易 的 余额 为 150 一 1. 68z 美元 ， 余 额 必须 为 零 ， 否 则 存在 套利 


机 会 。 由 此 得 出 ， 在 时 间 1 承诺 支付 100 英镑 的 债券 必须 卖 = 一 让 65 全 


89. 29 英镑 。 
1.7 (a) 施 权 价 为 90 美元 的 看 涨 期 权 的 回报 为 
130 如 果 股 票 上 涨 
co={ 。 如 果 股 票 下 跌 


用 于 复制 的 z 股 股票 和 > 份 债券 的 投资 满足 方程 组 


| 120z 十 110y 王 30 
80z 十 110y 王 0 


方程 组 的 解 为 z 一 之， 一 一 站 ， 因 此 期 权 的 价格 一 定 是 


C(0) = 羡 X100 一 各 x100 宕 20. 45 (美元 ) 


(b) 施 权 价 为 110 美元 的 看 涨 期 权 的 回报 为 


10 如果 股票 上 涨 
0 ”如 果 股 票 下 跌 


用 于 复制 的 z 股 股票 和 y 份 债券 的 投资 满足 


a =10 
80z 十 110y 王 0 


cw= | 


解 这 个 方程 组 我 们 可 以 计算 出 二 二，y 一 一 诗 , 因 此 期 权 价格 为 


C0) 一 十 X100 一 各 x100 估 6， 82 (美元 ) 
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230 > Dr 


1.8 (a) 用 于 复制 的 zx 股 股票 和 > 份 债券 的 投资 满足 方程 组 


120z 十 105y 王 20 
80z 十 105y 王 0 


解 方程 组 可 以 计算 出 *= 寺 ，y 一 一 中 。 因 此 
C(0) 一 诗 X100 一 吕 x100 兰 11. 91 (美元 ) 


(b) 在 这 种 情况 下 ， 用 于 复制 的 z 股 股票 和 y 份 债券 的 投资 满足 


120z 十 115y 一 20 
80z 十 115y 王 0 


eel 二 2 
于 是 z 一 于， 一 一 六 ， 由 此 得 出 


C(0) = 去 X100 一 孝 Xx100 衬 15. 22 (美元 ) 


1.9 我 们 需要 计算 z 股 股票 和 y 份 债券 的 投资 用 于 复制 看 跌 期 权 ， 
即使 得 无 论 股票 上 涨 还 是 下 跌 ， 有 zxS(1) 十 yA(1) = PC1)， 这 样 就 得 到 
方程 组 


es 一 0 
80z 十 110y 王 20 


其 解 为 = 一 一 坏 ，? 一 这。 为 复制 看 跌 期 权 需 要 取得 寺 股 股票 空 类 和 -6 份 
债券 。 这 个 投资 在 时 间 0 的 价值 为 


xzS(0)+yA(0) = 一 记 X100+ 生 X100 之 4 55 (美元 ) 


根据 与 命题 1. 3 类 似 的 论证 ， 我 们 可 以 计算 出 xS(0) 十 yA(0) = P(0)， 
否则 存在 套利 机 会 。 所 以 ,看 跌 期 权 的 价格 必 是 P(0) 宇 4. 55 美元 。 


1.10 投资 者 买 人 ?00 一 5 股 股票 和 jos 衬 36. 666 7 份 期 权 ， 最 


终 财富 为 5XS(1) 十 36. 666 7XC(1) 。 如 果 股 票 上 涨 到 120 美元 ， 最 终 财 
富 为 5X120 十 36. 666 7X20 信 1 333. 33 美元 ;如 果 股 票 下 跌 到 80 美元 ， 
最 终 财富 为 5X 80 十 36. 666 7X0 估 400. 00 美元 。 
1.11 (a) 如 果 了 =0.25， 没 有 买 人 期 权 ， 则 买 人 1 股 股票 的 成 本 
的 标准 差 约 为 51. 96 美元 ;如 果 买 人 期 权 ， 则 标准 差 约 为 25. 98 美元 。 
(b) 如 果 pp 二 0.5， 那么 标准 差分 别 为 60 美元 和 30 美元 。 
(c) 如 果 p 二 0.75， 那么 标准 差分 别 约 为 51. 96 美元 和 25. 98 美元 。 
1.12 取 值 为 a, b 的 概率 分 别 为 p 和 1 一 p 的 随机 变量 的 标准 差 为 
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| a 一 | Vp (1 一 p)。 如 果 不 利用 期 权 ， 买 1 股 的 成 本 为 160 美元 或 40 
美元 ， 将 取决 于 股票 是 上 涨 还 是 下 跌 。 在 这 种 情况 下 ，|a 一 5| = |160 一 
40| 二 120 美 元 。 如 果 使 用 期 权 ， 则 成 本 为 135 美元 或 75 美元 ，la 一 5b| 三 
|135 一 75| = 60 美 元。 显然 ， 无论 p 取 何 值 ， 标 准 差 都 将 减少 一 半 。 


2.1 利率 -满足 


.61 
(1+366Xrjx9 000 一 9 020 


解 得 ~ 兰 0.013 3， 即 1. 33% ， 投 资 收益 率 为 


61 \ _ 9 020 一 9 000 


K(0， 365) 9 000 


365 宇 0. 002 2 


即 0. 22%。 
2.2 用 忆 表 示 今 天 支付 的 金额 ， 那 么 收益 率 为 


1.000—P 
pp 一 0.02 


解 得 P 二 980. 39 美元 。 
2.3 时 间 : 满足 
(1 十 上 X0.09)X800 王 830 
解 得 t 宇 0. 416 7 年 ， 即 0.416 7X365 衬 152. 08 天 ， 收 益 率 为 


830 一 800 
800 


K(0, t)= 一 0.037 5 


即 3.75%%。 
2.4 投资 的 本 金 尸 满足 


(1+ 生 xx0， 08) XP=1 000 


解 得 已 兰 980. 44 美元 。 
2.5 如果 终 值 是 本 金 的 2 倍 ， 时 间 : 满足 


(1+9 全) =2 


解 得 t 宇 11.553 4 年 ， 因 为 最 后 的 分 数 天 没有 利息 支出 ， 这 个 时 间 为 11 
年 零 202 天 (我 们 不 考虑 头 年 ， 简 单 地 假设 1 年 有 365 天 ) 。 





2.6 利率 -满足 方程 
(1 十 Po 一 2 
解 得 ~ 全 0.071 8， 即 7. 18%。 
2.7 (a) 在 按 年 复合 的 情况 下 ， 两 年 以 后 的 价值 为 
V(2) = (1+ 呈 ) x100=121. 00 (美元 ) 
(b》 按 半年 复合 的 价值 为 


2X 


0. 1 2 . 
VO (EE) X100 之 121. 55 (美元 ) 


显然 高 于 情况 (a)。 
2.8 如 果 以 利率 15% 按 天 复合 ， 一 年 之 后 存款 增长 为 


0. 15 1X365 二 加 
(It ) X1 000 估 1 161. 80 (美元 ) 


如 果 以 利率 为 15. 5% 按 半年 复合 ， 一 年 以 后 的 价值 为 
(1+23%) x1 000 之 1 161. 01 (美元 ) 


比 上 面 的 情况 少 。 
268 2.9 初始 本 金 PP 满足 方程 


(1 十 0. 12)*P= 1 000 


解 此 方程 得 出 已 兰 797. 19 美元 。 
2.10 (a) 在 按 天 复合 情况 下 的 现 值 为 


一 100X365 
100 000 (1+ Ss) 之 674.03 (美元 ) 


(b) 如 果 按 年 复合 ， 则 现 值 为 
100 000(1 十 0.05)“1% 洋 760. 45 (美元 ) 
2.11 收益 率 为 


12 
K(0, 1) = (1+ 鸳 ) —1 过 =0.1047 


即 10.47%。 
2.12 利用 二 项 式 公 式 对 m 次 宕 展开 ， 我们 得 到 


K(0， D= (1+£) 一 1 


Ca 


2! 


= 


Ri | 


m 
ml! 


三 1 十 7 十 





232 限 公 大池 汪 -至 大吉 家 





i 
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如 果 m 是 大 于 1 的 整数 。 
2.13 ”假设 7 为 利率 ; P 为 借 和 金额 ; C 为 分 期 偿还 金额 ， 则 有 


ee P Pr 
PA(r,; 5) 1—(1+r)™ 
见 例 2. 4。 令 ? 一 1， 235735 4 或 5。 m1 次 分 期 偿还 以 后 ， 未 偿还 的 余额 
的 现 值 等 于 借入 金额 减 去 "一 1 个 分 期 偿还 的 现 值 ， 即 
本 GC Sp 《下 一 
1 Cl (1 十 r)5 一 1 


一 1 次 分 期 偿还 以 后 ， 实 际 剩 下 的 余额 等 于 上 式 除 以 折 现 因子 (1 十 
站 -mn， 于 是 有 


C 





《1 十 六 5 一 志士 记 呈 1 


”TD 一 1 ED 
第 n 次 偿还 包含 的 利息 为 
Ce 
er (S.2 


第 n 次 偿还 本 金 部 分 是 第 一 1 次 分 期 偿还 以 后 的 贷款 未 偿还 的 余额 减 去 
第 对 次 分 期 偿还 以 后 的 余额 ， 根 据 〈S. 1) ， 这 个 差额 等 于 


+7)" 一 (1 十 r)"! 一 P 天 (IT 十 益 一 1 


(1 
PAT “tt (S. 3) 


取 忆 = 二 1 000 美 元 , r 二 15%, 按 式 (S.1)、 式 (S.2)、 式 (S.3) 计算 
的 结果 如 下 表 所 示 。 


t (年 ) ”利息 支付 (美元 ) ”偿还 的 本 金 〈 美 元 ) 未 偿还 的 余额 〈 美 元 ) 


0 Dies 一 1 000. 00 
1 150. 00 148. 32 851. 68 
2 127. 75 170. 56 681. 12 
102. 17 196. 15 484. 97 
4 72.75 225. 57 259. 40 
5 38. 91 259. 40 0. 00 
2.14 你 能 够 负担 的 偿 债 数量 为 
ia -0 
PA(18%, 10) X10 000= | X10 000 


宇 44 941 (美元 ) 
2.15 40 年 以 后 的 余额 的 现 值 为 
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234 p> EET 


wid 一 4 3 
PA(5%, 40)X1 200 一 一 吕 -005 一 x1 200 二 20 591 (美元 ) 


除 以 折 现 因子 〈1 十 0.05) -2 ， 我 们 就 可 以 计算 出 40 年 以 后 的 实际 余额 为 


20 591 
《FE 02057 


2.16 每 年 的 支付 等 于 


衬 144 960( 美 元 ) 


_ 1o0000 a 
C 一 ERC6W 10y 涯 13 586. 80 (美元 ) 


8 年 以 后 (第 8 年 已 经 支付 ) 抵押 贷款 未 偿还 的 余额 是 
PA(6% ,，2)XC 人 24 909. 93 (美元 ) 
2.17 假设 支付 C，C(1 十 g), C(1 十 g)》*，… 是 1 年 以 后 、2 年 以 后 、 
3 年 以 后 ， 如 此 下 去 的 支付 。 如 果 利 率 为 常数 r+-， 那 么 这 些 支 付 的 现 值 为 
C(t7) ，C(GI 十 g) (1 十 ，CGI 十 g)2(1 十 -3，…。 无 穷 个 支付 的 
现 值 为 


这: CQ Se >- 全 
1 十 ~ (nD)? (+r)’ i 


条 件 g 二 r 必须 满足 ， 否 则 序列 是 发 散 的 ， 利 用 这 个 公式 和 切 掉 尾部 的 方 
法 ， 我 们 可 以 计算 出 年 的 支付 为 











5 
G CCG 二 gj 1 二 人 十 
Fg rg 1+r)" 和 
2.18 取得 1 美元 利息 收入 的 时 间 上 满足 
ez X1 000 000 信 1 000 001 


解 得 t+ 衬 0.000 01 年 ， 即 315. 36 秒 。 
2.19 (a) 1626 年 购买 曼哈顿 的 24 美元 在 2000 年 的 价值 为 


24e'zo0-1626)x0o5 全 3 173 350 575 (美元 ) 
(b) 同样 的 金额 以 5%% 利 率 按 年 复合 在 2000 年 的 价值 为 
24(1 十 0. 05)2 165 人 2 018 408 628 (美元 ) 
2 20 ”100 美元 存款 以 10% 利 率 连续 复合 ，1 年 以 后 变 为 
100e*1 洋 110. 52 (美元 ) 
100 美元 存款 以 10% 利 率 按 月 复合 ，1 年 以 后 变 为 





0.1\12 
100 (1+ | 之 110. 47 (美元 ) 
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相差 约 0. 05 美元 。 
如 要 使 差额 小 于 0. 01 美元 ， 复 合 频率 m 须 满足 


100(1 二 2) 之 110.51 
这 意味 着 ，m 应 该 大 于 55. 19。 
2.21 现 值 为 
1 000 000e ”x0%% 守 301 194( 美 元) 
2.22 ”利率 -满足 
950e"s 一 1 000 
由 此 得 出 


一 -Lin1000~ 
~ 一 站 5ln- 960 涯 0.102 6 


即 大 约 为 10. 26% 。 
2.23 利率 是 





一 0.18 


7 一 


| 
SIv|S 
CD 


即 18%。 
2.24 利率 -满足 


er 一 (1+ 当 基 ) 


解 得 ~ 人 0. 119 4， 大 约 为 11. 94%。 
2.25 频率 m 满足 


(1+%2) 一 1 十 0 21 


因此 ,mm 二 2.0。 

2.26 如果 采 用 利率 为 r 的 按 月 复合 ， 则 (1 十 瑟 】 一 1 十 r*， 年 金 的 
现 值 为 
人 


V(0)= 2 
wi lr 





C C C 

一 一 一 一 十 一 一 十 … 一 一 一 

(1 十 r.) 冯 (1 十 xr.) 音 Ttny 
CE 
(1 十 r.) 盐 一 1 


2.27 ”如果 采用 利率 为 > 的 按 2 个 月 复合 ， 则 (1 十 过) 一 1 十 r, 永 续 


年 金 的 现 值 为 
C 


= 
oe 全 -全 全 本 





V(0)= 





C 已 C 
二 一 一 十 一 一 十 一 于 一 十 
(1+roO# OQ+tr)f Ctr)t 
SE (i 
(1+r.)#—1 


2.28 我 们 对 > 解 方程 
100 一 95(1 十 >) 却 


可 以 计算 出 隐 含 的 有 效 利率 大 约 为 10. 80% 。 如 果 这 个 利率 保持 不 变 ， 债 
券 在 时 间 上 达到 99 美元 ， 则 有 

100= 99(1+7) (#7?) 
方程 的 解 为 1: 衬 0. 402 年 ， 即 大 约 为 0. 402 X365 之 146.73 天 。 在 147 天 


债券 的 价格 达到 99 美元 。 
2.29 为 计算 按 年 复合 的 隐 含 利率 r+， 可 对 ~ 求解 方程 


(1 十 ~)-4-%5 一 0.945 5 
方程 的 解 为 11. 86%。 解 方程 


一 0.945 5 


CD 
我 们 计算 出 按 半年 复合 利率 约 为 11. 53%， 解 方程 
e 0 0 —0.9455 
计算 出 连续 复合 利率 约 为 11. 21%。 
272 2.30 (a) 如 果 连 续 复合 利率 为 8%， 则 债券 的 价格 为 
5e ”十 5e 85e :X00% 十]05e~4X0.02e89.06 (美元 ) 


(b》 如 果 利 率 为 5%， 则 债券 的 价格 为 
5e "5e x0%% 十 5e- X005 十 1]05e-4Xo05g9, 55 (美元 ) 


2.31 债券 价格 作为 连续 复合 利率 + 的 函数 可 以 表示 为 5e-- 十 
5e “十 5e “十 105e-“。 这 个 函数 的 图 形 如 图 S 一 1 所 示 ， 当 xr 0 时 , 价 
格 带 近 5 十 5 十 5 十 105 二 120 美元 。 当 > ce 时 取 极 限 ， 价格 趋 于 零 。 
2.32 在 例 2. 9 和 例 2. 10 中 ， 在 时 间 上 ， 债 券 的 价格 为 


236 限 全 大池 计 记 全 而 牙 守 、 


债券 价格 
120 





0 1 -Es 


图 S 一 1 在 练习 2.31 中 ， 僻 券 价格 随 利率 变化 的 图 形 


10e 十 10e6 2 十 10e 3 十 10ee0 十 110ed5 如 果 0 过 tz 二 1 
10e 2 十 10ere 3 十 10e 十 110er52 如 果 1 坪 z<2 
10e ?十 10e 9 十 110e5 如 果 2 考 1 二 3 
l0e*“ 人 9 十 ll0e*") 如 果 3 志 二 4 

110e 9 如 果 4 二 :二 5 


图 形 如 图 S 一 2 所 示 。 
273 债券 价格 
110 
- Ea a 4 
90 
0 : 2 3 5 “t+( 年 ) 


图 S 一 2 在 练习 2. 32 中 ,债券 的 价格 随时 间 变 化 的 图 形 


2.33 在 图 S 一 2 中 我 们 可 以 看 出 ， 债 券 价格 在 1 年 内 达到 95 美元 
的 第 一 时 间 ， 此 时 债券 价格 由 10e? 十 10ee-2 十 10erra 十 le 十 
ll0e"5 给 出 。 取 r= 二 0.12， 我 们 能 够 计算 出 债券 价格 达到 95 美元 的 时 
间 上 ， 通 过 解 方程 
10e “十 10er 2 十 10er32 十 10erc0 十 110erc-9 一 95 


计算 出 上 宕 0. 425 7 年 或 者 155.4 天 。 
2 34 因为 债券 按 面值 交易 ， 债 券 的 初始 价格 与 面值 下 二 100 相同 ， 
计算 隐 含 的 连续 复合 利率 可 以 通过 解 方程 . 


8e "十 8e 2 十 108e sr 一 100 





238 > 


274 


计算 出 > 兰 0. 077 0 或 者 7.70%。 
2.35 通过 解 方程 


(1+r) =0.89 


我 们 可 以 计算 出 r 衬 0. 123 6， 即 债券 隐 含 的 有 效 利率 大 约 为 12. 36%。75 
天 以 后 债券 的 价格 为 


B( 识 ， 1) 三 B(0, 1)(1 十 7) 芍 二 0. 89(1 十 0. 123 6) 费 六 0.9115 
收益 率 为 
75 we. 
k(0, 25) = < (38" 一 Bo D 0.911 s—0.89 
”365 B(O0, 1) 0. 89 


人 0.024 2 
大 约 为 2. 42%。 
2.36 6 个 月 单位 债券 的 初始 价格 为 e "并 ， 其 中 > 为 连续 复合 利率 。 
如 果 债 券 在 6 个 月 后 产生 7% 的 收益 ， 则 有 





解 得 ~ 信 0. 135 3 或 者 13. 53% 。 
2.37 债券 隐 含 的 连续 利率 满足 方程 


e "一 0.92 
方程 的 解 为 > 兰 0. 083 4。 在 时 间 上， 债券 的 价值 为 0. 92er 。 假 设 债券 在 时 
间 产生 5% 的 收益 ,使 得 


0. 92er —0.92 _ 
~ 0.05 


于 是 有 t 宇 0. 585 1 年 或 者 213. 6 天 。 
2.38 在 时 间 0， 我 们 买 人 co- 一 er 份 债券 , 则 在 时 间 1 持 有 的 


债券 会 增加 到 了 = * 份 。 一 般 地 ， 在 时 间 mn， 我 们 会 买 人 eetr 份 


1 年 期 债券 。 

2. 39 ”因为 债券 按 面值 交易 ， 利 率 保持 不 变 ， 在 每 一 年 开始 时 ， 债 
券 的 价格 为 100 美元 。 在 年 初 ， 用 1 000 美元 买 人 10 份 债券 ; 在 年 末 ， 
债券 支付 利息 10X 8 = 80 美元 ， 以 100 美元 的 价格 能 购买 0. 8 份 债券 ， 
因此 ， 在 第 2 年， 投资 者 持 有 10 十 0. 8 = 10. 8 份 债券 。 在 年 未 ， 债 券 支 
付 利息 10. 8X8 = 86. 4 美元 ， 以 100 美元 的 价格 能 购买 0. 864 份 债券 ， 
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因此 ， 在 第 3 年 持 有 的 债券 数量 为 10.8 十 0.864 二 11.664， 如 此 继续 
下 去 。 
一 般 来 说 ， 在 第 ”年 持 有 的 债券 的 数量 为 


(To 六 


这 就 给 出 了 第 1 一 5 叶 特 省 前 侨 拓 玫 要 汪 浴 汶 10.000 0、10. 800 0、 
11. 664 0、12. 597 1、13. 604 9。 


3.1 例 3.1 中 的 状况 和 价格 变动 树 如 图 S 一 3 所 示 。 





图 S 一 3 例 3.1 中 的 价格 变动 树 


3.2 状况 和 价格 变动 树 如 图 S 一 4 所 示 。 从 左边 的 树 根 朝向 右边 的 
树 梢 经 过 的 路 径 表示 共有 8 个 状况 。 





图 S 一 4 练习 3. 2 中 的 价格 变动 树 
3.3 利用 式 〈3. 1) ， 可 以 计算 出 : 





状况 SC0) S(1) S(2) S(3) 
wl 45. 00 49. 50 51.98 46. 78 
wz 45. 00 47. 25 51.98 S457 
WwW3 45. 00 47. 25 42. 53 46.78 


这 个 树 如 图 S 一 5 所 示 。 


STHT - 





图 S 一 5 练习 3.3 中 的 价格 变动 树 


3.4 “如果 支付 红利 ， 则 式 (3. 1) 变 为 
S(n)=S(n—1)(1+K(n))—div(n) 


于 是 有 
状况 S(0) S(1) S(2) S(3) 
wi 45. 00 48. 50 49. 93 43. 93 
wa 45. 00 46. 25 49. 88 53. 86 
ws 45. 00 46. 25 40. 63 43. 69 
275 3.5 将 两 个 时 段 上 的 收益 与 单 时 段 收益 之 和 进行 比较 ， 可 以 得 到 如 
下 数值 
状况 K(0, 2) K(1)+K(2) 
wi 15. 50% 15. 00% 
ws 15. 50% 15.00% 
wa —5. 50% —5.00% 


在 3 个 时 段 ， 我 们 有 
状况 K(0, 3) K(1)+K(2)+K(3) 


1 3.95% 5.00% 
oz 27.05% 25.00% 
Wa 3.95% 5.00% 
如 果 这 些 单 时 段 收 益 率 的 符号 不 同 ， 则 单 时 段 收益 率 之 和 大 于 整个 区 间 
的 收益 率 。 
276 3.6 首先 计算 K(0，2)， 然 后 由 关系 式 1 十 K(0,2) == (1 十 K)?( 假 


设 1 十 K 二 0) 计 算 K(1) = K(2) 一 氏 ， 于 是 有 
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状况 天 (0，2) K(1)=K(2) 


wi 17.14% 8.23% 
oz —8.57% —4.38% 
ws 一 20.00% —10. 56% 


3.7 公式 
1+K(0, 2) = (1+K(1))(1+K(2)) 
可 用 于 计算 K(2)。 例 如 ， 如 下 的 状况 和 KC(2〉 的 数值 与 练习 3. 7 的 条 件 


一 致 ， 即 
状况 K(0, 2) K(1) K(2) 
wl 21.00% 10.00% 10. 00% 
as 10. 00% 10. 00% 0.00% 
ws —1.00% 一 10.00% 10.00% 
这 不 是 仅 有 的 可 能 解 ， 另 一 个 解 可 以 通过 改变 状况 w 得 到 ， 即 
状况 K(0, 2) K(1) K(2) 
wa 10. 00% —10.00% 22. 22% 
另外 两 个 状况 不 变 。 
3.8 对 于 例 3.2 的 3 个 状况 ， 有 
状况 k(1) k(2) k(0, 2) 
wl 5.31% 3.39% 8.70% 
wz 5.31% 一 10. 92% —5.61% 
ws —5.61% 1.90% —3.70%” 


在 所 有 的 3 种 情况 下 ， 都 有 (0, 2) ==&(1) 十 k(2)。 
3.9 假设 KK 为 第 3 个 状况 下 的 收益 率 ， 如 果 期 望 收益 率 等 于 6%， 则 


吝 X( 一 5%) 二 十 X6% 二 二 XK 一 6% 


对 K 求解 ， 解 得 第 3 个 状况 下 的 收益 率 必 为 28%。 
3.10 首先 ， 计算 每 种 状况 的 K(1)，K(2) 和 K(0,，2) 


状况 K(1) K(2) K(0, 2) 

i 10. 00% 9.09% 20. 00% 

wa 5.00% —4.76% 0.00% 

ws —10. 00% 11.11% 0.00% 
由 此 得 出 


* 原文 计算 有 误 :一 5. 61% 十 1. 90% 关 一 3.70%。 一 一 译 者 注 
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E(K(1)) 守 0. 25X10.00%++0.25X5.00%—0.5X10.00% 
二 一 1.25% 
EC(K(2)) 0.25X9.09%—0.25X4.76%++0.5X11.11% 
二 6. 64% 
E(K(0, 2)) 实 0. 25X20. 00% 十 0. 25X0.00% 十 0. 5X0.00% 
二 5. 00% 
显然 
277 (1+ECK(1))) (1+ECK(2))) 1.053 01.0500 
二 1+E(K(0, 2)) 
3.11 因为 季度 收益 率 K(1)，K (2)，K (3)，K(4) 独立 同 分 布 ， 
于 是 有 
E(K(1))=E(K(2)) = E(K(3)) = E(K(4)) 
且 


l1+E(K(0, 3))= (1+E(K(1)))’ 
1l+E(K(0, 4)) = (1+E(K(1))): 


因此 ， 如 果 E(K (0，3)) = 12%， 那 么 季度 收益 的 期 望 E(K (1)) 二 
3. 85% ,年 收益 的 期 望 E(K(0, 4)) 幸 16. 31%，。 
3.12 根据 条 件 3. 1， 随 机 变量 


SG) _ S(C2) _ SCG3) _ 
SC0) 1+KO), $e) —1+K(2), S07) =1+K(3) 。 《S.4) 
是 相互 独立 的 ， 每 个 只 取 两 个 值 1 十 4 或 者 1 十 x， 其 概率 分 别 为 p 


和 1 一 pp。 

价格 S(2) 由 5S(0) 和 前 2 个 随机 变量 产生 ， 对 应 于 4 个 价格 变动 状 
况 产 生 4 个 值 ， 见 图 3 一 3 中 的 股票 价格 二 叉 树 (为 简单 起 见 ， 取 SC(0) = 
1)。 事 实 上 ， 这 4 个 值 中 只 有 3 个 是 不 相同 的 ， 即 


S(0) (1+wu)? 概率 为 p? 
so -|soatoota 概率 为 2 加 (1 一 力 ) 
S(0)(1 十 c): 概率 为 (1 一 p)? 


价格 S(3) 由 S(0) 和 (S. 4) 中 3 个 不 相关 的 随机 变量 产生 ， 对 应 于 
8 个 价格 变动 状况 ， 相 应 地 取 8 个 值 ， 见 图 3 一 4 中 的 股票 价格 3 时 段 二 
叉 树 的 路 径 。 这 8 个 SC3) 的 数值 只 有 4 个 是 不 相同 的 ， 即 
S(0)(1 十 xz)3 概率 为 加 
SC0)(1 十 zx)2(1 十 d) 概率 为 3p: (1 一 p) 
SC(0)(1 十 wD) (1 十 d)* 概率 为 3p(1 一 p)? 
S(0) (1+a)’ 概率 为 (1 一 p)3 


S(3)= 
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3.13 S(1) 和 S(2) 的 最 大 值 可 用 于 计算 x， 即 


2 
87 宇 0.057 5 


其 次 ， 由 w 和 S(1) 的 最 大 值 可 以 计算 出 S(0)， 即 


S(0) 位 衬 82. 27 (美元 ) 


兰 秆 0 i B= 
最 后 ，4 可 由 S(0) 和 S(1) 的 最 小 值 确定 ， 即 


76—82.27.、 
d= 0.0762 


3.14 给 定 无 风险 利率 为 14%， 时 段 + 一 十， 我 们 计算 单 期 收益 率 


r= 二 e 兴 一 1 之 0.0117 
根据 条 件 3. 2 ，x 二 ~ 全 0. 011 7。 这 意味 着 ，S(2) 的 中 间 值 SC(0) (1 十 ww) 
(1 十 d) 不 小 于 22(1 十 0. 011 7)(1 一 0.01) 之 22. 04 美元 。 
3.15 考虑 方程 组 
s(0)(1 十 zx)2 一 32 
s(0) (1 二 +w (1+d) 一 28 
s(0)(1++aqd)’= 


由 此 得 出 
32 _ 1 十 x_ 


28 1 十 4 





8 lS 


解 得 zx 一 他 = 24. 50 美元 。 而 重新 构造 出 的 树 是 不 唯一 的 ， 对 任意 的 


S(0) 过 0， ne d 和 wu。 
3.16 :和 dz 的 数值 可 以 通过 解 方 程 组 


s(0) (1au):=121 
s(0)(1+d)*=100 


计算 出 ， 并 选择 解 使 得 1 十 wx 盖 0，1 二 da>0。 如 果 S(0) = 100， 则 x == 
0.1,，d 二 0。 如 果 S(0)= 二 104 ， 则 x 储 0.078 6, 4d 衬 一 0. 019 4。 


3.17 我 们 只 须 考虑 一 1 和 之 间 的 4 值 , 即 一 1<d 二 十。 当 4 在 此 


区 间 内 增加 时 ， 思 . 会 从 车 减少 到 0。p. 和 < 的 相关 性 如 图 S 一 6 所 示 。 


3.18 根据 式 (3. 4)， 条 件 4 一 ~ 一 x 等 价 于 d 二 pu 二 (1 一 p.)d 二 
u。 这 又 可 以 写 为 0 二 p. (u 一 d) 二 wu 一 4， 等 价 地 ,0 二 p, 二 1。 
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图 S 一 6 ”作为 4 的 函数 的 风险 中 性 概率 


3. 19 根据 命题 3.5， 有 
E, (S(3)|S(2) =110) 王 110(1 十 > 王 110(1 十 0.2) == 132 (美元 ) 


3.20 根据 条 件 3. 3， 随机 变量 0 一 1 十 KG1) 和 汪 玉 一 1 十 天 (2) 


不 相关 ， 每 一 个 随机 变量 取 3 个 值 1 十 4，1 十 x，1 十 x， 其 概率 分 别 为 p， 
q，1 一 p 一 q， 因此 S(2) 是 这 两 个 随机 变量 和 S(0) 的 乘积 ，S(2) 取 9 个 
值 ， 它 们 之 中 仅 有 6 个 是 不 同 的 ， 即 


S(0)(1+w)? 概率 p? 
S(0) (1 二 n)? 概率 史 
S(0)(1+a)? 概率 (1 一 p 一 gq)? 


S(2)= 
S(0)(1 十 w) (1 十 n) ”概率 2pq 


S(0) (1 十 WwW (1 十 d) 概率 2p(1 一 p 一 q) 
S(0) (1 十 n)(1 十 d) 概率 29(1 一 p 一 q) 


3.21 假设 p,，g.，1 一 p, 一 gq, 分 别 是 价格 向 上 、 中 间 和 向 下 变动 
的 概率 ， 从 条 件 (3. 6) 可 得 出 0.2p., 一 0.1(1 一 p. 一 g, ) = 二 0, 即 q. = 
1 一 3p,，1 一 p. 一 q. 二 2p,。 注 意 到 ， 当 且 仅 当 p, E[0, 1/3] 时 ，p，， 
1 一 3p, ，2p. EL0, 1]。 由 此 可 以 得 出 ， 当 且 仅 当 gq, ==1 一 3p, 和 p, €[0， 
1/3] 时 ， pp.， qd*，» re 一 gq, 是 风险 中 性 概率 。 
3.22 解 方 程 组 
lIn(l+w) = mrtoyr 
ln(1 十 d) = mr—oayr 
我 们 计算 出 o 宇 0.052, m 衬 0. 059。 


3.23 因为 一 去 ， &(n)’ 二 r， 所 以 有 


ECe(n)) = 二 一 二 =0 


Var(€(n))=E(é(n)’)—E(e(n))’ 一 去 r 二 去 + 一 7 
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E(k(n)) =mrtoE(é(n)) = mr 
Var(k(n)) =a: Var(é(n)) = or 


3.24 由 式 (3.2)， 有 
SC(1) 一 SG(0)ek = S(0)e™te) 
S(2) 一 SC(O)ekD+k2) 一 SC(O)ezme+eteDT+e2)) 
3.25 令 : 一 兰 ， 因 为 人 (是 不 相关 的 ，E(6v(D) 一 0 和 Var(& 
(GD) 一方 对 每 一 个 i 三 1， pa … 都 成 立 ， 于 是 有 


E(wn(t)) = E(érv(1) 二 +éy (n)) 
= E(én(1)) 二 TE(év(n))=0 
Var(wn (1))= Var(évy (1) 二 …+Tévy (n)) 


一 Var(ev(1)) 十 … 十 Var(Cev(1)) 一 一 上 


第 4 章 
280 4.1 利用 命题 4. 1 证 明 中 的 公式 ， 我 们 可 以 计算 出 
GD 一 200 一 35.24X60 一 24 18X20~ 23.98 


V(l) 信 35. 24X65 十 24.18X15 一 23.98X110 信 15. 50 


_ 15. 50 十 40. 50X65 一 10.13X15 
y(2) 一 Pe 


V(2) 守 一 40. 50X75 十 10. 13X25 十 22. 69X121 宇 一 38. 60 
4.2 由 于 单 期 策略 的 可 允许 性 减少 到 两 个 不 等 式 V(0) 三 0 和 

V(1) 宇 0， 则 第 一 个 不 等 式 可 以 写 为 

10zxz 二 1l0y 宇 0 
第 二 个 不 等 式 的 含义 是 ， 随 机 变量 V(1) 的 两 个 值 是 非 负 的 ， 这 给 出 了 
Zz，?y 满足 的 两 个 不 等 式 ， 即 

13z 十 lly 宇 0 

9z 十 lly 宇 0 


满足 所 有 这 些 不 等 式 的 资产 组 合 (zx，y) 如 图 S 一 7 所 示 。 

4.3 ”假设 存在 一 个 自 融 资 的 可 预测 的 策略 ， 满 足 如 下 条 件 : 初始 值 
V(0) 二 0; 最 终 值 0 关 V(2) 宇 0, 使 得 V(1) 二 0 有 正 的 概率 。 不 等 式 
V(1) 二 0 的 含义 是 ,策略 不 是 可 允许 的 ， 但 我 们 将 构造 一 个 违背 无 套利 


Pp P245 


宇 22. 69 
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246 PP 和 人 









l13x+1ly=0 
10x+ 10y=0 
9x+ Hy=0 









图 S 一 7 练习 4.2 中 可 允许 的 资产 组 合 


原则 的 可 允许 的 策略 ， 并 指出 如 何 实现 套利 。 

9 在 时 间 0 不 投资 ; 

e 在 时 间 1 检查 策略 V(1) 的 价值 是 正 还 是 负 。 如 果 V(1) 宇 0， 还 是 
不 投资 ;如 果 V(1) 二 0， 则 取得 的 股票 头寸 与 不 可 允许 的 策略 相同 ， 而 
无 风险 头寸 低 于 不 可 允许 的 投资 策略 约 一 V(1)。 

这 样 就 确定 了 一 个 可 预测 的 自 融 资 的 策略 ， 它 在 时 间 0 和 时 间 1 的 
价值 为 0， 在 时 间 2 的 价值 为 


0 V(1) 宇 0 
V(2)—V(1)>0 VGD) 一 0 


因此 ， 这 是 一 个 可 允许 的 策略 ， 并 实现 了 套利 机 会 。 

4.4 如 果 你 知道 价格 上 涨 的 股票 在 下 一 个 时 段 价格 会 回落 ， 那 么 你 
应 该 采取 以 下 策略 : 

e 在 时 间 0， 在 两 种 资产 上 都 不 投资 ; 

e 在 时 间 1， 检 查 股票 是 上 涨 还 是 下 跌 。 如 果 下 跌 ， 在 两 种 资产 上 仍 
然 不 投资 ;但 是 股票 继续 上 涨 ， 则 以 S(0)w 美元 卖 空 1 股 ， 投 资 于 无 风 
险 资产 。 

显然 ， 在 时 间 0 和 时 间 1， 这 个 策略 的 价值 是 V(0) =V(1) =0。 如 
果 股票 在 第 一 个 时 段 下 跌 ， 那 么 在 时 间 2，V(2) =0。 但 如 果 股 票 在 第 一 
个 时 段 上 涨 ， 那 么 它 将 在 第 二 个 时 段 下 跌 ， V(2) 二 S(0)u(r 一 qd) 是 正 的 ， 
因为 二 r 二 d (这 与 3. 2 节 是 相同 的 ) 。 

显然 ， 这 不 是 可 预测 的 策略 ， 这 意味 着 没有 套利 机 会 。 

4.5 (a) 如 果 没 有 卖 空 限制 ， 那 么 如 下 策略 将 产生 套利 机 会 : 

e 在 时 间 0， 不 投资 ; 

e 在 时 间 1， 检 查 价格 S(1)。 如 果 S(1) = 120 美元 ， 那 么 仍然 不 投 
资 ; 但 如 果 S(1) 一 90 美元 ， 卖 空 1 份 风险 资产 ， 将 收益 投资 于 无 风险 
资产 ， 
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这 个 可 允许 的 投资 策略 在 时 间 0 和 时 间 1 的 价值 是 0， 在 时 间 2 的 价 
值 是 


在 状况 ol 和 ws 
3 在 状况 ws 


这 意味 着 产生 了 一 个 套利 机 会 。 

(b) 在 (a) 中 ， 套 利 机 会 出 现 是 由 于 在 第 二 个 时 段 状 态 ws 的 股票 
价格 行为 没有 限制 ， 风险 资产 的 收益 率 低 于 无 风险 资产 的 收益 率 。 因 此 ， 
卖 空 风险 资产 将 收益 投资 于 无 风险 资产 能 够 制造 套利 机 会 。 而 如 果 不 允 
许 卖 空 风 险 资产 ， 那 么 投资 者 就 不 会 有 套利 机 会 。 

4.6 题 4.5 的 解答 中 描述 的 套利 策略 包含 分 数 份 债券 。 如 果 S(1) = 


90 美元 ， 应 该 卖 空 1 股 股票 ， 在 时 间 1 购买 症 份 债券 。 为 得 到 每 个 资产 


数量 都 是 整数 的 套利 机 会 ， 将 这 些 量 乘 以 11， 即 卖 空 11 股 股票 ， 买 人 9 
份 债券 。 

4.7 假如 买 人 和 卖 空 的 交易 成 本 都 为 5%。 投 资 者 采用 题 4.5 解答 
中 的 策略 ， 卖 空 1 股 股 票 。 在 时 间 1，S(1) = 90 美元 ， 投 资 者 将 会 支付 
90X5% 一 4. 50 美元 的 交易 成 本 。 如 果 将 剩余 的 金额 90 一 4. 50 = 85. 50 


美元 投资 于 无 风险 资产 ， 则 在 时 间 2 财富 为 85. 5X] 0 一 94. 05 美元 。 而 


卖 空 的 成 本 为 96 美元 ， 会 使 得 最 终 财 富 为 负 ， 所 以 不 存在 套利 策略 。 

4.8 看 跌 期 权 给 出 在 时 间 2 以 施 权 价 X= 110 美元 卖 空 1 股 股票 的 
权利 (但 不 是 义务 )。 我 们 考虑 一 个 有 三 种 资产 ， 即 股票 、 货 币 市 场 和 期 
权 的 扩展 模型 。 这 三 种 资产 的 单位 价格 分 别 为 S(n)，A(n)，PE(n), 其 
中 PF(n) 是 看 跌 期 权 在 时 间 n= 二 0，1，2 的 市 场 价格 。 在 时 间 2， 看 跌 期 
权 的 市 场 价格 为 PE(2) 二 max{X 一 S(2), 0})。 


根据 资产 定价 基本 定理 ， 股 票 和 期 权 的 折 现 价格 SCn) 一 号) ， 








Pr(n) 一 后 (下 在 某 一 个 风险 中 性 概率 P. 之 下 是 轶 ， 否 则 将 会 产生 套利 


机 会 。 由 例 4. 5 我 们 知道 ， 存 在 唯一 的 概率 已 . 使 得 S(z) 成 为 蒜 。 因 
此 ，Pr(n) 在 同样 的 概率 之 下 是 款 。 因 此 得 出 


PE(]) = 人 DE, (PE(2)|S(1)) ,PE(0) =A(VE, (pe(1)) 


(2) A(l) 
利用 例 4.5 中 计算 出 的 每 个 状态 的 P, 值 ， 我们 能 够 计算 PE (1) 和 
PF(0)。 例 如 
PE(1, w,)= PE(l, w,) 


_ ACDP. (w,)PE(2, ws)+P, (w)PE(2, w,) 
A(2) Pow,) 十 PCwi》 





x20+-l x30 


110x25 100 ”全 20.00( 美 元 ) 
”二 
25" 100 


用 同样 的 方法 ， 我 们 有 
状况 Ps(0) PE(1) Pr(2) 


wi 1. 96 1. 21 0. 00 
wz 1. 96 1.21 4.00 
ws 1.96 20. 00 20. 00 
wa 1. 96 20. 00 30. 00 


第 5 章 
5.1 对 于 第 一 个 投资 项 目 ， 有 
E(K1)=0.12X0.25+0.12X0.75=0.12 
Var(K1)=(0.12—0.12)? X0. 25 十 (0. 12 一 0. 12)2 X0.75 一 0 
对 于 第 二 个 项 目 ， 有 
E(K;)=0.11X0.25+0.13X0.75=0.125 
Var(K;) = (0. 11 一 0. 125)2 X0. 25 十 (0. 13—0,. 125)?X0.75 
一 0.000 075 
对 于 第 三 个 项 目 ， 有 
E(K;)=0.02X0.25+0. 22X0.75=0.17 
Var(K;) 一 (0.02 一 0. 17)2 X0. 25 十 (0. 22—0.17)?X0.75 
一 0.007 5 
由 此 可 以 看 出 ， 第 一 个 项 目 风险 最 小 ， 实 际 上 是 无 风险 的 。 第 三 个 项 目 
包含 的 风险 最 高 。 
283 5.2 首先 我 们 令 K; (ws ) 二 xz， 并 计算 
Var( 天 ; ) 一 0.001 875 
Var(K:) 一 0. 187 5z2 十 0. 015z 十 0. 000 3 
如 果 Var(Ki) = Var(K,)， 则 这 两 个 证 券 有 同样 的 风险 ， 就 可 以 得 到 下 
面 的 方程 
0. 000 3 十 0. 187 5zx? 十 0. 015x 二 0.001 875 
248 > ROW 
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这 个 方程 两 个 解 x 二 一 0. 14 或 0.06。 这 意味 着 ，K2(w,) 二 一 14% 或 者 
6%。 
然后 计算 出 每 一 个 收益 率 的 方差 ， 即 


状况 概率 Ki Kk; & ks; 
wi 0.5 10. 53% 7.23% 10: 01% 6. 98% 
wz 0.5 13. 89% 10. 55% 13.01% 10.03% 
方差 0. 000 282 0. 000 276 0. 000 224 0. 000 232 


从 中 可 知 ，Var(CK; ) 之 Var(K:); Var(ki) = Var(k,)。 

这 是 一 个 很 有 意思 的 结论 ， 因 为 这 个 结论 表明 ,用 Var(K) 测度 风 
险 较 大 者 ， 在 Var(k) 意义 下 的 风险 不 一 定 较 大 。 尽 管 如 此 ， 当 收益 率 
大 约 在 10% 或 者 更 低 时 ， 这 两 测度 的 差距 会 很 小 ， 在 金融 实践 中 可 以 忽 
略 。 这 是 因为 参数 (概率 和 不 同 状态 下 的 收益 率 ) 的 不 准确 的 估计 产生 
的 误差 比 这 个 差距 更 大 。 

5.4 假设 z 和 是 在 资产 组 合 中 的 类 型 1 和 类 型 2 股票 的 数 
量 ， 则 


S1(1) 
S1(0) 


一 100(0. 25X 色 十 0. 75x 问 ) 一 99. 394 


V(1) =z1S(1)+zrsS,(1)=V(0) (w 


on 汉人 ) 


S2 (0) 


5.5 资产 组 合 的 收益 率 是 Ky= wi Kw, K;. 于 是 有 
Ky 二 0.30X12% 一 0.7X4% 二 0.8% 在 状况 ww 
Kv 二 0.30X10% 十 0.7X7% 二 7.9% 在 状况 w。 
5.6 资产 组 合 的 初始 值 和 最 终 值 为 
V(0) = i Si 《0) 十 zzSz(0) 
V(1) 一 ziSi(0)en 十 zzSz(0)et 
=V(0) (w, er rw, et ) 
因此 ， 资 产 组 合 的 收益 率 为 
_VG) 


V0 = We tw et 
284 5.7 首先 我 们 计算 出 E(K1) = 二 7% 和 E(K,) = 23%。 如 果 资 产 组 合 
的 期 望 收 益 E(Kvy) = 20%， 那 么 由 式 (5.4) 和 式 (5.1)， 权 重 满足 如 
下 的 方程 组 ， 即 
7w 二 23w, = 20 


wi 十 w, 二 1 








250 BD -----..-....- 


方程 组 的 解 为 ww 二 18.75%，w, 二 81.25%。 
5.8 首先 我 们 从 例 5. 6 的 数据 计算 出 ju 二 4%，jzs 二 16%。 其 次 由 

式 〈5.7) 和 式 〈5.1) 得 到 权重 zw 和 zw 满足 的 方程 组 

4ru 十 14rw 一 46 

w 二 Tw,= 1 
方程 组 的 解 为 ww 二 一 3.2，w, 二 4.2。 最 后 ， 由 例 5.6 计算 出 来 的 Ff 二 
0. 018 4， 有 % 衬 0.002 4 和 piz 实 一 0.963 09， 用 式 《5.7) 就 可 以 计算 出 资 
产 组 合 的 方差 : 

%(—3.2)*X0.018 4 十 (4. 2)2X0.002 4 

十 2X (一 3.2) X4.2X( 一 0.963 09) X v0.018 4 
Xx w0.002 4 六 0. 402 78 
5.9 风险 证 券 的 收益 是 非常 数 随机 变量 ， 即 Ki (w, ) 和 Ki (w,) 和 

天 : (wl ) 天 天 :(w, ) 。 据 此 ， 方 程 组 

Ki(lw)=aK:(w)+o6 

Ki(w,)=aK;(w,)+b 
必 有 解 a 了 关 0 和 5b。 由 此 得 出 Ki 二 aK;, 十 b。 
现在 ， 利 用 协 方差 和 方差 的 性 质 计算 出 

Cov(K!1, K;) = Cov(aK,+b, K;)=aCov(K,, K,) 

=aVar(K,)= ac? 
of= Var(Ki)= Var(aK;,+b) =a’Var(K,) 
一 C2cg 

由 此 得 出 a 二 |alcs， 并 且 


Cov(K, 天 2) _ ags 二 十 1 
0102 [alo? 


5. 10 利用 在 例 5.6 中 计算 出 的 4 衬 0.018 4， 有 % 衬 0.002 4 和 pp 位 
一 0. 963 09， 我 们 用 式 (5. 13) 计算 % ， 于 是 有 


pr 


er 738 09 
这 意味 着 ， 具 有 最 小 风险 的 资产 组 合 的 权重 是 w = 0.738 09 和 w, 二 
0. 261 91， 这 个 资产 组 合 不 包含 卖 空 。 
5.11 pwv 一 0.06，ov 估 1.013。 
5.12 三 个 证 券 的 最 小 方差 资产 组 合 的 权重 ww 之 [0. 314 0.148 
0. 538]; 资产 组 合 的 期 望 收益 ww 兰 0. 173， 标 准 差 wv 宇 0. 151。 
5.13 在 期 望 收益 wv 二 20% 的 所 有 可 达 资 产 组 合 中 ,方差 最 小 的 资 
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产 组 合 权 重 是 w 衬 [0.672 一 0.246 0.574]; 这 个 资产 组 合 的 标准 
差 ov 宇 0. 192。 
5.14 取 期 望 收益 pr 作为 参数 ， 沿 着 最 小 方差 线 ， 资 产 组 合 的 权重 
和 标准 差 为 
Ww 人 [一 2.027 十 13. 492pv 2.728 一 14. 870pv 0. 298 十 1. 376pv] 
ov 一 V0.625 一 6. 946pv 十 20. 018pv 


最 小 方差 线 如 图 S 8 所 示 ， 在 可 达 资 产 组 合集 合 中 浅 色 阴影 部 分 存在 卖 
空 ， 深 色 阴 影 部 分 不 允许 卖 空 。 





图 S 一 8 在 www， ws 平面 上 和 og, 平面 上 的 
最 小 方差 线 和 可 达 资 产 组 合 


5.15 假设 m 是 三 个 证 券 的 期 望 收 益 构 成 的 一 行 矩 了 泗 ， 等 式 ywC = 
m 一 pu 分 别 用 CT'w 和 C mm 乘 ， 因 为 wu 二 1 和 wm 一 pr， 于 是 有 


vm—pW)C Wu = (m—pu)C mT 


对 求解 ， 有 


_mC (一 pv ) 
4 uC-! (mT — pvuT) 二 0. 142 


然后 ， 计 算出 7: 
Y= (m—puw)C -1 全 1. 367 
5.16 市 场 资产 组 合 的 权重 w 衬 [0.438 0.012 0.550]。 市场 资产 
组 合 的 期 望 收益 ym 宇 0. 183， 标准 差 uv 位 0. 156。 
5.17 pr 兰 0.857，ov 兰 一 0. 102。 
5.18 资产 组 合 的 收益 可 借助 于 各 证 券 的 收益 表示 为 


Ky=w Kit*…+wK, 
因为 协 方差 对 每 个 变量 是 线性 的 ， 于 是 有 





_ CovCKv， Km) = ww Cov(Ki, Km) | Cov(K,, Km) 
ha : ai of 
一 内 及 十 … 十 rp， 

5.19 特征 线 的 方程 是 y= Byz 十 av， 其 中 By 证 券 的 贝塔 因子 av = 
Ly 一 Bm。 在 资本 资产 定价 模型 中 ， 证 券 市 场 线 的 方程 jwv = rs 十 (jw 一 
rF)Bv 成 立 。 代 入 av 的 公式 有 av 一 re 一 rpBv， 于 是 证 券 特征 线 的 方程 变 
为 y 二 B(x 一 re) 十 re。 显 然 ， 任 意 证 券 的 特征 线 均 通 过 坐标 为 (re，ri) 
的 点 。 


By 


6.1 是 ， 存 在 套利 机 会 。 我 们 签订 远 期 合约 多 头头 寸 并 卖 空 1 股 股 
票 。 将 所 得 收益 的 70% 以 8% 的 利率 投资 于 无 风险 资产 。 剩 余 的 30% 支 
付 证 券 保证 金 ， 得 到 4% 利 息 。 在 交割 时 ， 现金 投资 加 上 利息 大 约 为 
18. 20 美元 ， 结 清空 头 须 支付 18 美元 ， 剩 下 的 0. 20 美元 是 套利 利润 。 

如 果 证 券 的 保证 金利 率 4 使 得 套利 机 会 不 存在 ， 此 时 a 满足 30% x 
17Xe 十 70%X17Xes%*<<18。 最 高 的 d 宇 0. 174 0%。 

6.2 我 们 取 2000 年 1 月 作为 时 间 0， 根据 式 (6. 2)， 有 


Fl(0, ) 一 SCO)enoex， F( 工 ， 主 ) 二 0. 9S(0)er 0 
由 此 可 以 得 出 远 期 价格 下 跌 大 约 
F(0， ) 一 F( 主 ， 4 9 eiX6% —O. ge}x6% 


oo) 


兰 11. 34% 


6.3 红利 的 现 值 为 
divo 二 le 各 x124 十 2e- 刘 xl26 人 2.77〔 美 元 ) 
式 〈6.4) 的 右边 等 于 
[SC(0)—divo Je7 衬 (120 一 2.77)ex12% 过 129. 56 (美元 ) 


小 于 远 期 价格 131 美元 ， 因 此 ， 存 在 套利 机 会 ， 实现 如 下 : 

e 2000 年 1 月 1 日 ,签订 远 期 合约 空头 头寸 ， 并 借 人 120 美元 买 人 
股票 ; 

e@ 2000 年 7 月 1 日 ,得 到 第 1 笔 红 利 1 美元 并 进行 无 风险 投资 ; 


252 人 二 学 水 让 全面 世 字 - 





@ 2000 年 10 月 1L 日 ， 得 到 第 2 笔 红 利 2 美元 ， 并 进行 无 风险 投资 ; 
@ 2000 年 11 月 1 日 ， 结 清 所 有 头寸 。 
287 于 是 可 以 得 到 套利 利润 


131 一 120e 贡 X12% 十 1e 塌 X12% 十 2e 志 x12% 全 1. 44 (美元 ) 


6.4 在 这 些 情 况 下 ， 没 有 套利 利润 。 尽 管 无 套利 远 期 的 理论 价格 大 
约 为 87. 83 美元 ， 在 定理 6. 2 的 证 明 中 ， 第 一 个 策略 造成 的 损失 为 89 一 
83e 十 2e* x% 衬 一 0. 66 美元 ; 第 二 个 策略 的 损失 为 一 89 十 83e% 一 
2e05x10% 盆 一 2. 08 美元 。 

6.5 ”欧元 起 着 具有 3 为 红利 收益 的 标的 资产 的 作用 ， 因 此 ， 远 期 价 


格 〈 汇 率 ) 为 
F(o， 去 ) = 0. 983 4e"5(4%-:%) 0, 988 3 
即 0. 988 3 欧元 兑换 1 美元 。 
6.6 在 时 间 t 


@ 借入 并 支付 (或 者 收 到 和 投资 ， 如 果 是 负 的 ) 金额 V(1) 给 远 期 合 
约 空头 头 才 的 购买 方 ， 远 期 价格 为 F(CO0，T) ， 交 割 日 为 T; 

9 签订 新 的 远 期 合约 多 头头 寸 ， 远 期 价格 为 F(t, T)， 没 有 成 本 。 

然后 在 时 间 人 

@ 结 清 两 个 远 期 合约 ， 分 别 收 到 (或 支付 ， 如 果 是 负 的 ) 金额 SCT) 一 
F(0, T) 和 S(TD)—FC, T); 

@ 从 无 风险 投资 中 得 到 V(t)e"™?，。 

最 终 的 余额 V(bDer 2 一 [FG，T) 一 F(0，T)] 二 0 是 套利 利润 。 

6.7 根据 式 (6. 3)， 初 始 的 远 期 价格 为 F(0, 1) 兰 45.72 美元 ， 这 


考虑 到 了 在 时 间 方 支付 的 红利 。 
(a) 如 果 S( 蕊 )=49 美元 ， 则 根据 式 (6. 2)， F( 蕊 ， 1)49. 74 美 
元 。 根 据 式 (6. 8) 有 V( 训 ) 半 3. 96 美元 。 


(b) 如 果 S( 蕊 )=51 美元 ， 则 下 (总 ) 兰 51. 77 美元 , V (总 二 5. 96 
美元 。 
6.8 假设 /一 5， T= 霸 ， 应 用 式 〈6.11)， 有 
FT 一 Fr(0, D=S(We rH 一 SCO)er 一 0* 
如 果 SGz) = SCO)ez ， 即 如 果 股 票 价格 按 无 风险 收益 率 增长 时 。 


* 此 式 原文 有 误 ， 第 一 个 等 号 后 的 式 中 的 “一 ”号 ， 在 原文 中 为 “十 ”号 。 一 一 译 者 注 
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6.9 因为 f(t, 刀 =SCOe 2 ， 随 机 变量 SG) 和 f(1:，T) 完全 正 
相关 。 pswfe, 二 1 并 且 ONiD= ET oaso， 由 此 得 出 NE 人 

6. 10 ”考察 关于 远 期 和 期 货 价格 相等 的 定理 6. 5， 并 应 用 于 具有 连续 
支付 红利 的 资产 。 因 此 ， 我 们 利用 式 (6. 6) ， 有 

1 j 14 100、， 

0.75 “13 500 一 

6.11 指数 的 收益 率 为 3. 37%。 当 rp 二 1% 时 ， 期货 价格 f(0.3) 二 
916. 97，f(1.3) 室 938. 49。 如果 资 产 组 合 的 8 系数 By 二 1. 5， 那么 资产 组 
合 的 期 望 收益 uv 宇 4. 56%。 为 构造 资产 组 合 使 得 应 三 0 并且 初始 价格 V 
(0) 三 100 美元 ， 原 来 的 资产 组 合 需要 追加 N 父 0.165 2 份 期 货 合 约 空头 
(注意 ，N 与 例 6. 4 中 的 相同 ) 。 

如 果 原 来 的 资产 组 合 在 第 一 个 时 段 的 年 收益 等 于 期 望 收 益 ， 则 它 
在 一 个 时 段 以 后 的 值 VC1) 信 104. 56 美元 。 对 于 N 二 0. 165 2 份 期 货 合 
约 空 头头 寸 的 持 有 者 ， 盯 市 须 支付 3. 56 美元 ， 因此 一 个 时 段 以 后 ， 有 
期 货 合约 的 资产 组 合 的 价值 VY(1) 之 104. 56 一 3. 56 二 101.00 美元 ， 仍 
然 符合 无 风险 增长 。 








rdv 一 8% 一 ln 2.20% 


7.1 投资 产生 的 利润 为 
(36 一 S(T))+ 一 4. 50e%12x 名 二 3 


式 中 ，S(T) 为 施 权 日 的 股票 价格 ， 于 是 有 S(T) 宇 28. 36 美元 。 

7.2 EE(CS(T) 一 90)+ 一 8er%X 站 ) 过 一 5.37 美元 。 

7.3 根据 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 的 平价 公式 ，2. 83 一 PE 二 15. 60 一 
15. 00e -txoo72， 于 是 有 pr 二 1. 98 美元 。 

7.4 违背 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 ，5.09 一 7.78 全 20.37 一 
24e“”* 叶 。 与 定理 7. 1 的 证 明 的 第 一 部 分 一 样 就 能 实现 套利 ， 

@ 以 20. 37 美元 买 人 1 股 股票 ; 

® 以 7.78 美元 买 人 1 份 看 跌 期 权 ; 

e 卖 空 看 涨 期 权 得 到 5. 09 美元 ; 

@ 以 利率 7. 48% 借入 23. 06 美元 。 
这 些 交易 的 余额 为 0。6 个 月 以 后 

® 利用 看 跌 期 权 或 者 结 清 看 涨 期 权 的 空头 以 24 美元 卖 空 1 股 ， 取 决 
于 股价 是 低 于 还 是 高 于 施 权 价 ; 


254 估 到 训 池 主 六 -公设 庆 家 - 





289 


e 归还 贷款 及 利息 ， 余 额 为 23. 06etx"o4s 储 23, 94 美元 。 
余额 24 一 23. 96 二 0. 06 美元 是 套利 利润 。 

7.5 如 果 CE 一 PE>>S(0) 一 divo 一 Xe “了 ， 那 么 在 时 间 0 买 人 1 股 股 
票 和 1 份 看 跌 期 权 ， 卖 空 1 份 看 涨 期 权 。 将 余额 投资 (或 者 借入 ， 如 果 
是 负 的 ) 于 货币 市 场 ， 利 率 为 r-。 收 到 红利 立即 将 其 以 利率 7 投资， 在 交 
割 日 工 终止 货币 市 场 投资 ， 以 价格 X 卖 空 股票 ， 如 果 S(T) 二 X， 施 权 
看 跌 期 权 ; 如 果 S(T) 三 X, 行使 看 涨 期 权 。 最 后 的 余额 (C* 一 Pr 一 
S(0) 十 divo)ez 十 X 二 0 为 套利 利润 。 

另 一 方面 ， 如 果 CE 一 PE 二 S(0) 一 divo 一 Xe 了， 则 在 时 间 0 卖 空 1 
股 股票 ， 卖 空 1 份 看 跌 期 权 ， 买 人 1 份 看 涨 期 权 ， 将 余额 投资 于 货币 市 
场 。 当 卖 空 的 股票 支付 红利 时 ， 借 人 同样 的 金额 支付 给 股票 的 所 有 者 。 
在 时 间 工 ， 结 清 货币 市 场 头 寸 ， 以 价格 X 买 人 1 股 股票 ， 如 果 SCT) 二 
X， 施 权 看 涨 期 权 ; 如 果 SCT) 过 X， 则 行使 看 跌 期 权 ， 结 清 股票 的 空头 
头寸 。 套 利 利润 为 (一 CE 十 PE 十 S(C0) 一 divo)ez 一 X 二 0。 

7.6 如 果 CE 一 PE 一 SCO)eraT 一 Xe 了 ， 则 在 时 间 0 卖 空 ee7 股 ， 
卖 空 看 跌 期 权 ， 买 人 看 涨 期 权 ， 将 金额 以 利率 ~ 投资 。 在 时 间 0 和 时 间 工 
之 间 做 空 股 票 ， 筹 集 现金 ， 支 付 红利 给 股票 的 所 有 者 ， 这 将 导致 时 间 工 
持 有 1 股 空头 股票 。 如 果 看 跌 期 权 被 施 权 ， 以 价格 X 买 人 1 股 股 票 。 利 
用 这 个 股份 结 清 股票 的 空头 头寸 。 你 将 持 有 1 份 看 涨 期 权 和 正 的 金额 
(一 CE 十 PE 十 SCO)era7 一 XeT)ed 二 0; 如 果 看 跌 期 权 没 有 被 施 权 ， 就 
可 以 利用 看 涨 期 权 ， 在 时 间 T 以 价格 X 买 人 1 股 股票 ， 结 清 股票 的 空 
头 。 你 仍 将 持 有 正 的 最 终 余 额 (一 CE 十 PE 十 SCO)e- 避 7 一 Xe 了 了)e7 二 0。 

另 二 方面 ， 如 果 CE 一 PE 二 SCO)e- mo7 一 Xe-， 那 么 相反 的 策略 将 产 
生 套 利 机 会 。 

7.7 施 权 价 等 于 在 练习 6. 5 的 解答 中 计算 出 的 远 期 价格 (更 精确 地 
是 汇率 )， 为 0. 988 3 欧元 兑换 1 美元 。 

7.8 ”如果 S(0) 一 Xe “二 C* 一 PA， 则 卖 出 1 份 看 涨 期 权 ， 买 人 1 份 
看 跌 期 权 ， 买 人 1 股 股票 ， 将 余额 以 利率 ~ 投资 (或 者 借入 ， 如 果 余 额 
是 负 的 )。 现 在 的 论证 与 定理 7. 2 证 明 的 第 一 部 分 相同 ， 只 是 如 果 看 涨 期 
权 在 红利 付出 后 施 权 ， 套 利 利润 应 该 包含 红利 。( 而 红利 不 可 能 包含 在 不 
等 式 中 ， 因 为 期 权 可 以 被 施 权 ， 在 红利 支付 以 前 卖 出 的 股份 。) 

如 果 CA 一 PA 一 S(0) 一 div 一 X， 则 在 时 间 0 卖 空 1 股 股票 ， 卖 出 1 
份 看 跌 期 权 ， 买 人 1 份 看 涨 期 权 ， 余额 以 利率 7 投资。 如 果 看 跌 期 权 在 
时 间 t 二 工 施 权 ， 你 必须 以 价格 XX 买 和 人 1 股 股票 ， 以 利率 -~ 借 人 相同 的 金 
额 。 当 发 放 红 利 时 ， 以 无 风险 利率 借入 相同 的 金额 ， 支 付 给 股票 的 所 有 
者 ， 在 时 间 工 将 股份 归还 给 所 有 者 ， 结 清空 头 。 最 后 你 将 持 有 看 涨 期 权 
和 正 的 金额 (S(0) 十 PA 一 CA 一 divu)e7 一 XerT 9 盖 Xe7 一 XerT 2 二 0。 
(如 果 看 跌 期 权 在 红利 付 给 前 施 权 ， 立 即 结 清空 头 ， 就 可 以 增加 套利 利 


润 ， 在 这 种 情况 下 ， 不 必 支 付 红利 。) 如 果 在 到 期 日 工 之 前 不 施 权 ， 可 应 
用 练习 7. 5 解答 的 第 二 部 分 。 

7.9 如 果 S(0) 一 Xe 7 一 CA 一 PA， 则 利用 与 定理 7. 2 证 明 第 一 部 
分 相同 的 策略 。 其 结果 是 ， 套利 利润 在 事实 上 会 由 于 红利 累积 到 看 涨 期 
权 施 权 前 而 增加 。 

如 果 C* 一 PA<S(0)e 7 一 X， 那 么 在 时 间 0 卖 空 e- 心 7 股 股票 ， 卖 
出 1 份 看 跌 期 权 ， 买 人 1 份 看 涨 期 权 ， 将 余额 以 利率 > 进行 无 风险 投资 。 
在 时 间 0 和 时 间 T 之 间 支 付 红利 给 股票 的 所 有 者 ， 利用 卖 空 股票 的 现金 
支付 。 这 将 导致 在 时 间 T 持 有 空头 股票 。 如 果 看 跌 期 权 在 时 间 过 荆 施 
权 ， 则 以 价格 立 买 人 1 股 股 票 ， 以 无 风险 利率 借 和 人 这 个 金额 。 在 时 间 了 ， 
将 这 1 股 股票 用 于 结 清 股票 空头 头寸 。 你 将 持 有 看 涨 期 权 和 正 的 金额 
(C+PA+S(0)e 7)e7 一 Xe 之 (一 从 十 BA 十 SO 一 
X)e” 之 0 加 上 累计 的 红利 ， 因 为 股份 在 时 间 t 已 经 购买 。 如 果 看 跌 期 权 
一 直 没 施 权 ， 你 可 以 在 时 间 工 利 用 看 涨 期 权 以 价格 禄 买 信 1 股 股 票 ， 结 
清 股 票 空头 。 你 最 终 将 持 有 正 的 余额 (—C*+Ps+S(0)e-rmT)eT—xX > 
(—C*+PA+S(0)e mT—X)eT >0, 

7.10 如 果 C 二 C*， 那么 卖 出 欧式 看 涨 期 权 ， 飞人 美式 看 涨 期 权 ， 
C* 一 C* 将 是 你 的 套利 收入 。 为 保持 这 个 数值 ， 美式 期 权 在 到 期 日 之 前 不 

290 ，” 施 权 ， 这 时 或 者 两 个 期 权 毫 无 价值 ， 或 者 来 自 欧 式 期 权 的 损失 可 利用 美 
式 期 权 弥 补 。 对 看 跌 期 权 的 论证 是 相同 的 。 

7.11 假设 Cs> SC0) 一 div。 在 这 种 情况 下 ， 卖 出 看 涨 期 权 ， 买 人 
股票 ， 将 余额 投资 于 货币 市 场 。 一 收 到 红利 就 将 其 投资 于 货币 市 场 。 在 
施 权 日 ， 以 min(S(T), X) 的 价格 卖 出 股票 ， 结 清 看 涨 期 权 。 你 的 最 终 财 
富 将 是 正 的 , 即 (Cr 一 S(0) 十 divo)e7 十 min(S(T),X) 一 0， 这 样 就 证 明 
了 CE< SC(0)—divo, 

余下 的 边界 可 由 支付 红利 的 股票 的 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 关系 式 
(7.5) 计算 出 ，S(0) 一 divo 一 Xe-"7<<CE， 因 为 PE 之 0， 一 S(0) 十 divo 十 
Xe "之 PE， 因为 CE 宇 0; PE 一 Xerz， 因 为 CE< S(0)—divo, 

7.12 在 命题 7. 3 中 ， 由 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 价格 边界 确定 的 区 域 
如 图 S 一 9 所 示 。 


CE 





0ldiv, Xe"T+div, 0 起 Xe"T+div, 
图 $ 一 9 支付 红利 的 股票 的 看 涨 期 权 和 看 跌 期 权 价格 的 边界 
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7.13 如果 CA 三 SCO)， 则 买 人 1 股 股票 ， 卖 出 1 份 看 涨 期 权 ， 将 余 
额 C* 一 S(0) 进 行 无 风险 投资 。 如 果 期 权 在 到 期 日 或 者 以 前 施 权 ， 则 以 价 
格 X 卖 出 股份 结 清 义务 。 如 果 期 权 一 直 没 施 权 ， 在 到 期 日 你 将 有 1 股 股 
票 的 财富 SCT) 。 在 这 两 种 情况 下 ， 这 个 策略 的 最 终 价值 均 为 正 。 最 终 的 
余额 实际 上 还 包含 收 到 的 红利 ， 除 非 在 支付 红利 之 前 施 权 。 

7.14 假设 X 二 X”, 但 CE(X') 二 CE(X”)。 我们 可 以 卖 出 施 权 价 为 
X" 的 看 涨 期 权 ， 买 入 施 权 价 为 X 的 看 涨 期 权 , 将 CE(X”) 一 CE(X') 守 0 
进行 无 风险 投资 。 如 果 施 权 价 为 X 的 期 权 在 到 期 日 被 施 权 ， 需 要 支付 
(S(T) 一 X”)+ 。 这 个 金额 可 以 通过 行使 施 权 价 为 X 的 看 涨 期 权 的 回报 
(S(T) 一 X)+ 支 付 。 因 为 X' 二 X”， 于 是 (S(T) 一 X)+ 守 (S(T) 一 X)+， 
将 实现 套利 利润 。 

利用 类 似 的 论证 可 以 得 出 看 跌 期 权 的 不 等 式 。 

7.15 考虑 4 种 情况 : 

(1) 如 果 S(T) 三 X 二 XX 二 X”， 则 式 (7.9) 简化 为 0 三 0。 

(2) 如 果 X 二 S(T) 达 X 二 X”， 则 式 (7.9) 变 成 0 志 a(S(T) 一 
X')， 显 然 满足 X 二 S(T) 。 

(3) 如 果 X 二 XX 二 S(T) 三 X”， 则 可 将 式 (7.9) 写 为 SCT) 一 X 瓜 
a(S(T) 一 X')， 这 个 式 子 成 立 是 因为 XX 二 aX' 十 (1 一 a)X* 和 S(T) 志 X”。 

(4) 如 果 X 二 X 二 X” 二 S(T)， 那 么 式 (7.9) 就 变 成 了 下 面 的 等 式 
S(T) 一 和 X= 二 a(S(T) 一 X) 十 (1 一 a) (S(T) 一 X”)， 这 是 因为 X= 二 aX’ 十 
CE 

7.16 假设 PE(S') 二 PFE(S”) 对 某 个 SS 二 S 成立， 其 中 S' = 
X'S(0), S” 二 TS(0)。 卖 出 1 份 由 x 股份 构成 的 资产 组 合 的 看 涨 期 权 ， 
买 人 由 xz 股份 构成 的 资产 组 合 的 看 跌 期 权 ， 将 余额 PE(S“) 一 PE(S') 二 0 
进行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 工 施 权 ， 那 么 施 权 另 一 个 期 权 
履行 义务 。 因 为 x 二 x*， 回 报 满足 (X 一 tS(T))+ 宇 (X 一 2S(T))+， 由 
此 得 出 这 是 一 个 套利 策略 。 

7.17 假设 X 一 X 但 CACX ) 二 CACX“)。 我 们 可 以 卖 出 施 权 价 为 X 
的 看 涨 期 权 ， 买 人 施 权 价 为 X 的 看 涨 期 权 ， 将 余额 CACX7) 一 CCX ) 二 0 
进行 无 风险 投资 。 如 果 卖 出 的 期 权 在 时 间 :二 TT 被 执行 ， 我 们 必须 支付 
(SC 一 X )， 这 可 以 通过 立即 施 权 另 一 个 期 权 的 回报 (SC 一 X')+ 偿 
还 。 因 为 (SC 一 X + 和 (SC 一 X 7)+ ， 该 策略 将 产生 套利 。 

看 跌 期 权 的 不 等 式 可 以 利用 类 似 的 方式 证 明 。 

7.18 我 们 对 美式 看 跌 期 权证 明 命题 7. 19， 这 与 对 欧式 期 权 的 论证 
类 似 。 根 据 命题 7. 15，P^(S) 为 S 的 减 函数 。 当 S 三 X 时 ， 看 跌 期 权 的 
内 在 价值 为 零 ， 于 是 时 间 价 值 PA(S) 也 是 S 的 减 函 数 。 另 一 方面 ， 根 据 
命题 7.16，P*(S') 一 PA(S”) 过 S 一 S 对 任意 的 S 二 S 成 立 。 这 暗含 如 
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果 S'<S*<X, 则 PA(S ) 一 (X 一 S')+<PA(S”) 一 (X 一 S')+。 于 是 ， 当 
SX 时， 时 间 价 值 是 S 的 减 函数 。 因 此 ， 当 S 二 XX 时 ， 时 间 价 值 达到 
最 大 值 。 


8.1 我 们 现在 计算 看 涨 期 权 价格 CE(0) 对 x 的 导数 。 假 设 Si 一 
和 二 S ， 则 价格 公式 为 








CECO) = 了 GCLS(0) (1+w) —X] 


1 十 rz 一 
对 的 导数 等 于 
(Cr 一 QI)LX 一 SCO)(1 十 Gd) _ (ra)[X-—S]| 
(1+r)(u—ad)’ (lr)(u—ad)’ 


因为 r 二 d，X 二 S!， 导 数 是 正 的 ， 于 是 CE(0) 为 x 的 增 函 数 。 
Ce(0) 对 a 的 导数 等 于 
uNSCOUFW—X]_ un [SX 
(1+r)(u—d)’ (1+r)(u—d)’ 
因为 -<d 和 XX 二 S"， 导 数 是 负 的 ， 期 权 价格 是 a 的 减 函数 。 


8.2 如 果 r==0, s(0)= 二 X=1， 则 CC0) = 二 当 w = 0.05, 





d 二 一 0.05 时 ， 有 wu 一 4 二 0.1; CE(0) = 0.025 美元 。 如 果 wu = 0.01; 
d 王 一 0.19， 则 wu 一 d 三 0.2。 股 票 收益 的 方差 等 于 (u 一 4)*p(1 一 p)， 后 
者 更 高 ， 但 期 权 价格 更 低 ，CE(0) = 0. 009 5 美元 。 

8.3 为 复制 看 涨 期 权 ， 卖 者 在 开始 时 需要 买 人 股票 ， 并 且 在 期 权 施 
权时 卖 出 。 为 计算 用 于 复制 的 资产 组 合 ， 需 要 解 如 下 的 方程 组 ， 


Po 05y 一 10 
90(1 一 c)z 十 1.05y 一 0 


当 c 二 2% 时， 我们 得 到 zt 实 0.510 2; y 衬 一 42. 847 1; 用 于 复制 的 资 
产 组 合 的 初始 价值 是 100zx 十 y 宇 8. 163 3 美元 。 如 果 c= 二 0， 用 于 复制 的 
资产 组 合 价值 为 7. 142 9 美元 。 注 意 ， 货币 市 场 头寸 y 对 每 个 c 是 相 
同 的 。 

8.4 为 复制 看 涨 期 权 ， 应 利用 借款 利率 ， 因 为 货币 市 场 头寸 是 负 
的 ， 于 是 有 z(1) 兰 0. 666 7; y(1) 人 一 40.178 6。 因 此 ， 用 于 复制 的 资产 
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组 合 的 价值 为 9. 821 4 美元 。 利 用 存款 利率 ， 对 于 看 跌 期 权 ， 我 们 有 
zx(1) 宇 一 0. 333 3; y(1) 衬 27.777 8。 于 是 ， 用 于 复制 的 资产 组 合 的 初始 


价值 为 2. 777 8 美元 。 


这 个 结果 与 从 式 (8. 3) 得 到 的 结果 一 致 ， 合 适 的 风险 中 性 概率 〈 利 
用 相应 的 利率 计算 的 ) 对 于 看 涨 期 权 ， 有 p. 衬 0.733 3; 对 于 看 跌 期 权 ， 
有 :无 , 兰 人 65 

8.5 期 权 在 时 间 0 的 价格 为 22. 92 美元 。 除 了 这 个 金额 之 外 ， 期 权 
的 卖 出 者 应 借款 74. 05 美元 ， 并 且 买 人 0. 808 1 股 股票 。 在 时 间 1， 如 果 
S(1) = 144, 那么 持 有 的 股票 数量 应 该 增加 到 1 股 ， 利 用 追加 借款 
27. 64 美元 融资 购买 ， 应 付 的 货币 总 量 为 109. 09 美元 。 另 一 方面 ， 如 
果 在 时 间 1 ，S(1) = 108 美元 ， 应 卖 出 股票 ， 使 得 持 有 股票 数量 减少 
到 0.296 3 股 , 应 归还 55. 27 美元 ， 应 付 的 金额 减少 到 26. 18 美元 。 
(无 论 在 哪 种 情况 下 ， 在 时 间 1 的 应 付 金额 都 包括 在 时 间 0 借入 金额 的 
利息 7. 40 美元 。) 

8.6 在 时 间 1， 股 票 价 格 S" 二 144 美元 ，S! 二 108 美元 〈 即 包含 红 
利 的 价格 ) 由 于 支付 红利 减少 到 129 美元 和 93 美元 〈 即 除 净 红利 的 价 
格 )。 这 些 价格 产生 时 间 2 的 价格 ， 因 此 ，S™ 二 154. 80 美元 ; S* 一 
116. 10 美元 ，S* 二 111. 60 美元 ;SJ 二 83. 70 美元 。 如 果 股 票 两 次 上 涨 ， 
期 权 施 权 得 到 回报 为 34. 80 美元 ， 其 余 情 况 回 报 为 零 。 期 权 在 时 间 1 
的 价值 在 上 涨 状态 为 21. 09 美元 ; 在 下 跌 状 态 为 零 。 在 时 间 1 复制 资 
产 组 合 ， 根 据 除 净 红 利 的 价格 ， 上 涨 状态 由 0. 899 2 股 和 94. 91 美元 贷 
款 构成 ; 在 下 跌 状 态 ， 没 有 股份 ， 也 没有 货币 市 场 头寸 。 期 权 在 时 间 0 
的 价格 为 12.78 美元 。 复 制 (根据 时 间 1 的 包含 红利 的 价格 ， 因 为 红 
利 对 在 时 间 0 购买 股票 的 股票 所 有 者 有 效 ) 包含 买 人 0. 585 9 股 股票 和 
借款 57. 52 美元 。 

8.7 由 考 克 斯 -罗斯 -和 鲁 宾 斯 坦 公 式 ， 有 C (0) 全 5.93 美元 ， 
PE(0) 衬 7 76 美元 。 

8.8 使 得 SC0) (1 十 w)"(1 十 d)N "二 X 的 最 小 整数 m = 二 35， 由 考 克 
斯 -罗斯 - 鲁 宾 斯 坦 公 式 ， 我 们 有 CE (0) 衬 3.466 1 美元 , zx(1) = 二 [1 一 
Bm—1, N, gq)] 实 0. 851 96 股 。 

8.9 在 第 一 个 使 得 期 权 的 价值 与 下 一 次 股票 价格 上 涨 还 是 下 跌 无 关 的 
时 期 n"， 即 SC0)(1 十 xz)"(1 十 四 之 X (在 这 种 情况 下 ，S(0)(1 十 z 呈 过 和 也 
成 立 ) 时 ， 欧 式 看 涨 期 权 的 德尔 塔 等 于 1， 于 是 有 


ln X 一 In SC0) 一 ln(C1 十 d) 
ln(1 十 zx) 


8.10 股票 的 价值 为 


n> 
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期 权 将 在 时 间 1 的 节点 d， 或 者 在 时 间 2 的 节点 dd 施 权 〈 粗 黑体 数 
学 )。 
8. 11 欧式 看 涨 期 权 和 美式 看 涨 期 权 的 价值 相同 ， 即 





34.91 = 
Cr(n)=C*(n) |22.92 一 9. 60 


当然 ， 在 时 间 2， 这 两 个 期 权 的 回报 相同 。 在 时 间 1， 在 上 涨 状态 ， 
美式 看 涨 期 权 不 会 被 施 权 ， 这 时 的 价值 仅 为 24 美元 ， 小 于 持 有 到 到 期 
日 。 在 下 跌 状 态 ， 美 式 看 涨 期 权 没 有 价值 ， 也 不 施 权 。 类 似 地 ， 在 时 间 
0， 也 不 施 权 。 因 此 ， 美 式 看 涨 期 权 等 价 于 欧式 看 涨 期 权 。 

8. 12 除 净 红利 的 股票 价格 为 
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在 时 间 1， 美 式 看 跌 期 权 的 回报 在 上 涨 和 下 跌 两 个 状态 都 高 于 持 有 期 
权 至 到 期 日 的 价值 ， 于 是 期 权 在 这 些 状 态 施 权 (用 粗 黑体 数字 标 出 )。 


8.13 取 6 使 得 SCOOD)eetw-ias 一 oa， 令 VOD) 二 WO) 十 (mr 了 )z= 


对 任意 的 上 之 0， 它 在 已 .之 下 是 维 纳 过 程 。 特 别 地 ，V(z) 在 P, 之 下 服从 均 
值 为 0, 方差 为 的 正 态 分 布 。 因 此 式 (8. 8) 右 端 等 于 


E.(e™S(u)lsws,) = S(O0)E, (VO ly) 
=S(0)| ei 





Cr-eu)? 


=-SC)| 1 eqz 





现在 看 出 ， 因 为 在 P, 之 下 V(t) 为 维 纳 过 程 ， 随 机 变量 V(x) 和 
V(D) 一 V(w) 是 相互 独立 的 ， 服 从 均值 为 0， 方 差分 别 为 w 和 上 一 x 的 正 态 


分 布 。 因此， 联合 密度 函数 为 天 ;et5 攻 。 这 样 就 可 以 计算 式 (8. 8) 
的 左 端 ， 即 
E, (eS(t)1sws) = S(O)E, (ev odeuly, ,) 
=S(0E, (vo ver ds ly es) 
sof ([ ei a dy)dz 


=sO| (三 a dy)dz 
=SCO)| - 


2xt 
我 们 现在 可 看 出 , 式 (8. 8) 两 边 相 等 。 
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8.14 考虑 分 布 函数 
F(x)=P, {WO) <z}=P. (VD <z+ (m—r+ 3")E| 
We 
坟 V2r 
其 中 ， VOD 二 WD 十 (m 一 r 十 言 ) 二 在 P. 之 下 服从 正 态 分 布 ， 因此 ， 
在 P. 之 下 W(t) 的 密度 函数 为 


dRCz)》__1 一 (etm-r+ 二 )? 
dr a 


8. 15 根据 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 ， 对 上 一 0， 有 


PE(0)= CE(0)—S(0)+ Xe 
= S(O)(N(di)—1)—Xe (N(d,)—1) 
= S(O0ON(—di)+Xe "N(—d;) 


现在 ， 用 :代替 0，T 一 : 代替 工 ， 我 们 就 可 以 得 到 PE(z) 的 布莱克 -斯 科 
尔 斯 公式 。 


9.1 根据 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 公式 (7.1)， 有 
d _d | 
asP"‘S) = aC"(S) 1= N(di)—1 

=—(l—N(di))=—N(—d) 


其 中 di 由 式 8.9) 给 出 ， 看 跌 期 权 的 德尔 塔 是 负 的 ， 与 标的 资产 价格 
增加 时 看 跌 期 权 价值 减 小 的 事实 一 致 。 


9.2 我 们 最 大 化 581. 96XS 一 30 779. 62 一 1 000XCe{S, 5 ), 其 


中 S 为 1 天 以 后 的 股票 价格 ; CE(S， 四 为 看 涨 期 权 在 时 间 z 的 价格 ，z 
在 这 里 为 1 天， 还 有 89 天 到 期 ; s = 二 30%, r= 8%。 对 S 的 导数 等 于 
零 时 ， 我 们 认为 ， 1 天 以 后 期 权 的 德尔 塔 和 0 天 的 德尔 塔 是 相同 的 。 


后 Cs(S, 高 ) = 0.581 96。 这 样 就 得 出 了 股票 的 价格 满足 的 条 件 ， 妈 


In 训 + (r+ 二 )x 起 _ 88+( 寺 二 >)x 磺 


/185 /50 
“AM 365 “AM 365 
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解 得 S 福 60. 010 4 美元 。 

9.3 一 份 看 跌 期 权 的 期 权 价格 为 0. 031 648 美元 (根据 布莱克 -斯 科 
尔 斯 公式 ) ， 于 是 银行 卖 出 50 000 份 看 跌 期 权 将 得 到 1 582. 40 美元 。 看 
跌 期 权 的 德尔 塔 是 一 0. 355 300， 于 是 德尔 塔 套 期 保值 组 合 需要 卖 空 
17 765. 00 股 ， 得 到 32 332. 29 美元 。 按 5% 利 率 投资 ， 这 样 总 共 可 以 得 
到 33 914. 69 美元 。 由 卖 空 股票 、 投 资 现金 、 卖 空 期 权 构成 的 风险 中 性 资 
产 组 合 的 价值 为 一 32 332. 29 十 33 914. 69 一 1 582. 40 一 0. 00 美元 。 

1 天 以 后 ， 卖 空 股票 的 价值 为 17 765X1. 81 == 32 154. 64 美元 ;现金 


投资 增长 到 33 914. 69e 总 之 33 919. 34 美元 ;看 跌 期 权 的 价值 增长 到 
0. 035 182。 于 是 ，50 000 份 看 跌 期 权 的 价值 为 1 759. 11 美元 ， 德 尔 塔 风 
险 中 性 资产 组 合 的 价值 为 一 32 154. 64 十 33 919. 34 一 1 759.11 人 5.59 
美元 。 

9.4 1 天 以 后 1 份 看 跌 期 权 现 在 的 价格 为 0.038 885 美元 。 因 此 ， 
50 000 份 看 跌 期 权 的 价值 为 1 944. 26 美元 ， 股 票 和 现金 头寸 与 习题 9. 3 
解答 中 的 相同 。 德 尔 塔 风 险 中 性 资产 组 合 将 产生 179. 56 美元 的 损失 。 

9.5 ”如 果 股 票 价 格 不 变 ， 即 S(z) = S(0) = S， 那 么 时 间 z 以 后 资产 
组 合 的 价值 为 


V(D 一 SNCd) 一 Xere "N(d,)—CE(S, 1) 
式 中 ，C*(S, ) 由 布莱克 -斯 科 尔 斯 公式 给 出 ，d, 和 ds 由 式 (8.9) 给 
出 ， 则 


d 一 一 sR 并 E 
SVCD| =—rXe"N(d)—§C(S, D| 


=—rXe "N(d;)—thetace 





oS eT 
2 V2xT 
之 值 为 正 。 
9.6 利用 看 跌 期 权 一 看 涨 期 权 平价 和 看 涨 期 权 的 Greek 参数 ， 我 们 
可 以 计算 看 跌 期 权 的 以 下 参数 : 
deltapg = N(di)—1= deltace —1=—N(—di) 
gammapE 一 gammacE 


thetapr 一 __ So 4 +rXe "TN(—d,) 
2 V2xT 
VegapPE 一 VegacE 


rhop = — TXe 了 N( 一 de) 


(这 些 Greek 参数 是 在 :一 0 计算 的 .) 这 些 等 式 也 可 用 看 跌 期 权 价 格 的 布 
莱克 -斯 科 尔 斯 公式 直接 求 导 证 明 。 
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9.7 原来 期 权 的 rho = 7. 587 8， 另 一 个 期 权 的 delta 一 0. 410 4， 
rho 一 7. 184 4。delta-rho 风险 中 性 资产 组 合 需要 买 人 大 约 148. 48 股 股票 
和 1 056. 14 份 另 外 的 期 权 ， 同 时 借款 7 693. 22 美元 。1 天 以 后 的 头寸 如 
下 表 所 示 ， 表 中 还 重新 列 出 了 delta 套 期 保值 结果 。 





9.8 以 95%% 的 概率 ， 汇 率 的 对 数 收益 率 满 足 im 十 zo 宕 一 23. 68%， 
其 中 xz 实 一 1. 645， 因 此 ，N(z) 衬 5%。 兑 换 成 欧元 的 1 000 美元 以 利率 
reurR 进 行 无 风险 投资 ，1 年 以 后 再 换 回 美元 ， 将 得 到 1 000ereur et 美元 。 
以 95% 的 概率 满足 


1] 000e’eur et > 1 000e'eur et 过 821. 40 (美元 ) 


男 一 方面 ，1 000 美元 以 利率 rusp 进 行 投资 ， 将 增长 为 1 000erus 二 
1 051. 27 美 元 ， 因 此 VaR 王 1 000eruso 一 1 000ereug en"+z 父 229. 88 美元 。 

9.9 1 份 看 涨 期 权 的 成 本 为 21. 634 美元 。 我 们 购买 大 约 46. 22 份 期 
权 。 股 票 价格 低 于 49. 47 美元 的 概率 为 5%。 在 等 于 49. 47 美元 的 情况 
下 ， 我 们 可 以 施 权 ， 变 现 450. 18 美元 。 而 利率 为 8% 的 1 000 美元 的 无 
风险 资产 将 增长 为 1 040. 81 美元 。 所 以 VaR 人 590. 63 美元 。 如 果 股 票 以 
预期 的 增长 率 增长 ， 达 到 63. 71 美元 ， 那 么 在 期 权 被 施 权 时 ， 我 们 得 到 
1 095. 88 美 元 。 以 5% 的 概率 股票 价格 超过 81. 6 美元， 那么 期 权 的 价值 
至 少 为 1 922. 75 美元 。 

9.10 一 个 牛市 差价 期 权 的 成 本 为 0.858 5 美元 ; 期 望 收益 为 
29. 652 3%; 标准 差 为 99.169%; VaR 为 15 094. 74 美元 (以 74.03% 的 
置信 水 平 )。 如 果 将 92. 945 6% 的 资本 进行 无 风险 投资 ,剩余 的 资本 投资 
于 牛市 差价 期 权 ， 则 期 望 收益 与 股票 是 相同 的 ， 风 险 为 6. 995 8%，VaR 
为 1 064. 85 美元 。 

9.11 一 个 施 权 价 为 56 美元 的 看 跌 期 权 的 成 本 为 0. 426 0 美元 。 一 
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个 施 权 价 为 58 美元 的 看 跌 期 权 的 成 本 为 0. 928 2 美元 。 熊 市 差价 期 权 的 
期 望 收 益 是 111. 463 5%， 风 险 达 到 174. 233 4%。 最 坏 的 状况 (在 可 考 
虑 的 状况 之 中 的 ) 是 股票 价格 下 降 到 58. 59 美元 。 在 这 种 状况 下 (发生 
的 条 件 概率 为 0. 390 1) ， 投 资 者 将 损失 一 切 ， 于 是 VaR = 15 094. 74 美 
元 ， 以 60. 99% 的 置信 水 平 (包括 失去 无 风险 投资 机 会 的 成 本 )。 


10.1 收益 率 为 y(0) 宇 14.08%，y(3) 衬 13. 63%。 因 此 B(0, 3) = 
e 9 人 0.965 4 美元。 如 下 的 策略 可 实现 套利 : 

9 在 时 间 0， 以 B(0, 6) 衬 0.932 0 美元 价格 买 人 6 个 月 的 债券 ， 所 
用 的 资金 利用 以 B(0, 3) 衬 0. 965 4 美元 的 价格 发 行 0.965 4 份 3 个 月 债 
券 筹集 。 

9 在 时 间 3 (3 个 月 以 后 ) ， 发 行 0.998 9 份 3 个 月 的 债券 ， 以 B(3， 
6) 衬 0. 966 5 美元 的 价格 卖 出 ， 利 用 贷款 0. 965 4 美元 结算 在 时 间 0 发 行 
的 3 个 月 债券 。 

e 在 时 间 6 (半年 以 后 )， 在 时 间 0 包销 的 6 个 月 的 债券 将 支付 1 美 
元 ， 结 算 在 时 间 3 发 行 的 3 个 月 债券 。 

余额 0. 001 1 美元 是 套利 利润 。 

10.2 隐 含 的 利率 y(0) 兰 12.38%，y(6) 衬 13.06%， 投资 100 美 
元 ， 现 在 可 以 买 106. 38 份 债券 ，6 个 月 以 后 可 买 113. 56 份 。1 年 的 对 数 


收益 率 In( 60 ) 衬 12.72%， 它 是 半年 收益 率 的 算术 平均 。 


10.3 为 达到 14% 的 收益 率 ， 我 们 以 价格 0. 870 0e4% 信 1. 000 7 美 
元 卖 出 债券 ， 但 这 是 不 可 能 的 〈 零 息 债券 的 价格 永远 不 可 能 高 于 面值 ) 。 

一 般 说 来 ， 我 们 需要 解 方程 B(0, 12)e:= 二 eo 计算 出 y(6)， 这 里 ， 
& 为 对 数 收 益 率 ， 左 边 必 小 于 1。 

10.4 在 第 一 个 6 个 月 期 间 的 收益 率 y(n) 宇 8.34%， 当 n==0， 
1，…，179 时 ;， 在 这 年 的 余下 的 时 间 y(z) 兰 10. 34%， 当 n= 180，…， 
360 时 。 债 券 应 该 以 0. 92e* 之 0, 966 0 美元 或 者 更 高 的 价格 卖 出 。 在 
第 一 个 6 个 月 期 间 不 可 能 达到 这 个 价格 ， 因 为 在 收益 率 改 变 之 前 ， 最 高 
的 价格 是 B(179，360) 兰 0. 958 9 美元 。 在 收益 率 改变 的 当天 ，B(180， 
360) 兰 0. 949 6 美元 。 我 们 一 直 要 等 到 ”一 240 天 ， 当 债券 的 价格 第 一 次 
超过 0. 966 0 美元 时 。 

10.5 利用 Excel 软件 中 的 单 变 量 求解 方法 解 方 程 


10. 896 久 (10 十 10e ”2 十 10e -20 十 110e-3xD ) 一 1 000et 
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得 到 : (a) 当 k= 二 12% 时 ，y(1) 衬 12.00%; (b) 当 = 二 10% 时 ，y(1) 宇 
12.81%; (c) 当 有 & 一 14% 时 ，y(1) 信 11.19%。 

10.6 利用 Excel 软件 可 以 得 到 比 小 数 点 后 保留 2 位 小 数 更 精确 的 
数值 。 
10.7 状况 1: 1 427. 10 美元 ; 状况 2: 1 439. 69 美元 。 

10.8 应 用 式 (10.2)， 可 以 直接 计算 出 D 人 1.684 6。 
10.9 如 果 面 值 为 73. 79 美元 ， 则 久 期 等 于 4 年 ; 最 小 的 可 能 的 久 
期 对 应 于 面值 下 = 二 0 美元， 此 时 久 期 大 约 为 2. 80 年 。 如 果 面 值 下 变 高 ， 
则 久 期 接近 于 5 年 ; 当下 趋向 无 穷 大 时 ， 久 期 趋向 于 5 年 。 

当下 二 100 美元 ， 息 票 价 值 C 兰 13. 52 美元 时 ， 久 期 为 4 年 。 如 果 息 
票 价值 为 零 ， 则 和 久 期 为 5 年 。 当 息 票 价值 C 变 高 ， 趋 向 于 无 穷 大 时 ， 久 
期 大 约 为 2. 80 年 。 

10. 10 因为 P(y) 的 二 阶 导数 是 正 的 ， 即 


2 
站 Poy 一 (zi)2Ciereay 十 (ma)2Czer-may 十 … 
十 (mw)z(Cv 十 F)e-mwy>0 


所 以 P 为 y 的 凸 函 数 。 

10.11 解 方 程 组 6 二 2wa 十 3.4ws，wa 十 ws 二 1， 我 们 有 rw 人 
一 1.857 1，ws 衬 2.857 1。 因 此 ， 我 们 投资 14 285. 71 美元 买 人 14 005. 60 份 
债券 B， 不 足 的 9 285. 71 美元 利用 发 行 9 475. 22 份 债券 A 筹集 。 

10.12” 附 息 债券 A 的 收益 率 大 约 为 13. 37%， 于 是 ， 零 息 债 券 B 的 
价格 为 87. 48 美元 。 附 息 债 券 的 久 期 为 3. 29 年 ， 我 们 计算 得 到 的 权重 为 
wa 衬 0.436 6，ws 衬 0.563 4。 这 意味 着 ,我 们 投资 436. 59 美元 买 人 
4. 280 2 份 债券 A; 投资 563. 41 美元 买 人 6. 440 3 份 债券 B。 

10. 13 ”直接 由 久 期 的 定义 式 (10.2) 计算 在 时 间 上 的 久 期 D，( 注 
意 ， 债 券 按 因子 e” 增 长 )， 即 

Db, = eM 
二 (mn—t) (Cn Fe "nN ®) 
-pj (m6 em (mmy—t Cn Fe ™w) 


一 Du 一: 








Ce Cermy (CytF)e™w 
i 


10.14 用 C 和 Cz 表示 年 支付 的 息 票 用 下 表示 面值 ， 因此， 有 
P(y)=Ce ?+(C+F)e » 
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Pl(y) 


计算 D(y) 的 导数 可 知 它 为 负 ， 即 


d G(s 二 F)e > 


EA = P(y)’ 


10. 15 首先 我 们 计算 债券 的 价格 和 和 久 期 : Pa (y) 宇 120.72, Ps(y) 位 
434.95, Da(y) 宇 1.847 1，Da (y) 衬 1.989 4。 权 重 wa 衬 一 7.46%， 
ws 衬 107.46% 时 ， 得 到 久 期 为 2 年， 这 意味 着 ,我 们 需要 买 人 49. 41 份 
债券 B 和 发 行 12. 35 份 债券 A。 一 年 以 后 ， 我 们 可 以 得 到 债券 B 的 息 票 
收入 247. 50 美元 ， 并 将 这 个 金额 用 于 支付 债券 A 的 息 票 。 最 终 的 金额 为 
23 470. 22 美元 ， 等 于 以 利率 8% 计 算 的 终 值 ， 与 利率 的 变化 无 关 。 

10. 16 如果 期 限 结构 是 平坦 的 ， 则 将 收益 率 y(0, 6) 应 用 于 其 他 期 
限 ， 于 是 有 B(0, 3) 二 0.979 8 美元，B(0, 9) 二 0. 940 6 美元 。 

10.17 发 行 并 卖 出 500 份 6 个 月 到 期 ， 面 值 为 100 美元 的 债券 ， 得 
到 48 522. 28 美元 。 用 这 个 金额 购买 520. 405 4 份 1 年 期 债券 ;6 个 月 以 
后 支付 50 000 美元 结算 已 发 行 的 债券 :1 年 以 后 变现 购买 的 债券 的 面值 。 
结果 ， 利 率 为 8%。 

10. 18 ”你 需要 储蓄 100 000e 一 入 二 99 301. 62 美元 1 个 月 ， 它 将 增 
长 为 100 000 美元 的 水 平 ， 以 同样 的 金额 借款 6 个 月 ， 利 率 为 9.54%。1 
个 月 以 后 你 的 客户 收 到 100 000 美元 ，6 个 月 以 后 需要 支付 99 301. 62e* 兴 二 
104 153. 09 美元 ， 这 暗含 远 期 利率 为 9.77% (这 个 利率 可 以 直接 从 式 
(10.5) 得 到 )。2 个 月 后 开始 的 4 个 月 贷款 的 利率 为 


6X9.35%—2X8.64% 
4 


D(y) 一 


fCOQ32,, 6 二 兰 10.09% 


于 是 ， 以 利率 10. 23% 存 款 ， 将 存在 套利 机 会 。 
10. 19 ”为 证 明 远 期 利率 f(n, N) 可 以 为 负 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 分 析 
2 一 0 的 情况 。 则 


f(0, N)= (N+1)y(0, N+1)—Ny(0, N) 
并 且 ， 为 使 得 f(0, N) 二 0， 要求 (N 十 1)y(0, N 十 1) 二 Ny(0, N)。 临 界 
的 情况 是 >(0，N+1) = xy(0，N)， 这 样 我 们 可 以 找 出 数值 的 例子 。 


例如 ， 对 于 NN 二 8，y(0, 8) 二 9%， 如 果 y(0， 9) <X9%=8%， 就 可 
以 得 到 负 的 f(0，8)。 
10.20 假设 fl(n, N) 随 N 增加 ， 我 们 想 证 明 


fln, WD) 二 + fln, nit]D) 二 … 十 f(n, N—1) 


yn, N)= Re 
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也 随 NN 增 加。 这 可 由 如 果 序列 a 是 递增 的 ， 那么 序列 的 平均 值 S, 
2 二 二 一 十 和 也 是 递增 的 得 出 。 如 果 要 证 明 不 等 式 S,1 > S,， 我 们 可 


以 用 ”(z? 十 1) 乘 不 等 式 ，〈 消 去 一 些 次 后 ) 就 可 以 得 到 ?Cn+1 二 Qi 十 … 十 
as。 后 者 是 正确 的 ， 因 为 cs+i 二 ai 对 所 有 的 i 二 1，2，…，, nn 成 立 ， 所 以 
Srt1> S.。 
10.21 价值 B(0, 2), B(C0, 3), B(1, 3) 对 货币 市 场 账户 没有 影响 。 
10.22 (a) 对 于 在 零 息 债券 上 的 100 美元 投资 ， 用 初始 现金 除 以 债 
券 价格 B(0, 3) 就 可 以 得 到 持 有 债券 的 数量 102. 82， 最 终 财富 为 102. 82 
美元 。 对 数 收益 率 是 2.78%。(b) 对 于 在 单 期 零 息 债券 上 的 投资 ， 计 算 


出 时 间 1 到 期 的 债券 数量 万 由 衬 100. 99。 在 时 间 1， 用 类 似 的 方法 可 





以 计算 出 在 时 间 2 到 期 的 债券 数量 为 疡 C 5 人 101. 54。 最 后 ， 债 券 的 数 








量 为 户 -4 人 102. 51， 在 时 间 3， 每 个 债券 为 1 元 。 对 数 收益 率 为 


2.48%。 (c) 投资 100 美元 于 货币 市 场 账户 ， 在 时 间 3 我 们 可 以 得 到 
100A(3) 一 102. 51 美元 ， 对 数 收益 率 与 〈b) 相同 。 


11.1 我 们 从 右 端 开始 ， 即 从 债券 的 面值 开始 ， 首 先 计算 在 多 种 状 
态 下 的 B(2, 3) 的 价值 。 这 些 数 与 已 知 的 收益 率 一 起 就 可 以 得 到 B(1, 3， 
u 和 吾 (1，3; d)。 反 过 来 ， 这 些 数 可 以 确定 收益 率 &(2，3， ud) 二 
0.20%, &(2，3; dd) 二 0.16%。 对 第 一 个 时 期 也 这 样 做 ， 就 可 以 得 到 
&(1，3; d) 一 0. 23%。 债 券 价格 如 图 S 一 10 所 示 。 


B(2, 3; uu) = 0.998 4 
B(l, 3; 0%62 


B(2, 3; ud) = 0.998 2 


B(2, 3; du) = 0.9979 
B(1, 3; d) = 0.995 人 


B(2, 3; dd) = 0.997 5 


B(0, 3) = 0.993 6 


图 S 一 10 习题 11. 1 解答 中 的 债券 价格 


11.2 由 对 数 收益 率 的 可 加 性 ，k(1, 3; u) 十 上 (2，3; uu) 十 EC(3，3; 
Muu) 一 0. 64% 得 到 三 个 星期 的 收益 率 。 为 计算 收益 率 我 们 必须 乘 以 昱 以 
转换 成 整 年 收益 率 ， 所 以 y(0, 3) = 11.09%。 注 意 ， 必 有 kk(1，3; u) 十 
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k(2, 3; ud) 十 k&(3，3; udu) 一 0. 64%， 利 用 这 个 数 可 以 计算 出 (2, 3; 
ud) 二 0.20% 。 用 类 似 的 方法 首先 计算 出 上 (1，3; d)， 然 后 计算 出 
k(2，3; dd) ， 就 可 以 计算 出 需要 的 收益 率 。 

11.3 债券 的 价格 在 图 S 一 11 中 给 定 


B(2, 3; uu) = 0.991 1 
B(1, 2; u) = 0.993 4 
B(1, 3; u) = 0.983 2 


B(0, 1) = 0.992 3 < B(2, 3; ud) = 0.988 3 
B(0, 2) = 0.984 5 
B(0, 3) = 0.977 6 B(2, 3; du) = 0.991 2 
B(1, 2; d) = 0.990 2 
B(1, 3; d) = 0.984 5 
B(2, 3; dd) = 0.989 9 
图 S 一 11 习题 11. 3 解答 中 的 债券 价格 


11.4 货币 市 场 账户 在 图 S 一 12 中 给 出 。 注 意 “ 上 升 ”变动 的 价值 
低 于 “下 跌 ” 变 动 的 价值 。 这 与 股票 价格 上 升 收益 率 下 降 相 关 ， 价 格 树 


基于 债券 价格 变动 。 
A(3; uu) = 1.023 6 
A(2; u) = 1.014 5 < 
A(3; ud) = 1.026 5 
A(3; du) = 1.026 8 
A(2; d) = 1.017 i 
4(3; dd) = 1.028 1 


图 S 一 12 习题 11. 4 解答 中 的 货币 市 场 账户 


4(1) = 1.007 8 


11.5 价格 B(1, 2; u) 二 0.9980 和 B(1, 2; d) 二 0.997 5 是 在 时 间 
2 收 到 的 面值 1 利用 短期 利率 xr(1; u 和 (1; d) 折 现 得 到 的 。 重 复 使 用 上 
述 方法 就 可 以 计算 出 B(0, 2) 一 0.994 4。 

11.6 在 时 间 2， 息 票 为 0.522 7 或 0.877 8， 取 决 于 在 时 间 1 是 上 
涨 状态 还 是 下 跌 状 态 。 在 时 间 1 息 票 为 0. 999 9。 

11.7 在 时 间 1, 在 上 涨 状态 我 们 可 以 计算 出 18.064 7 = 
0. 815 9X20 十 0.184 1X10 


1.005 2 在 下 跌 状 态 我 们 可 以 计算 出 1.795 1 = 
92-181 1X100.184 1X0 入 下 来 ， 用 同样 的 公式 我 们 可 以 计算 出 ， 


7.918 8 一 上 381 3X18. 392 8 十 0. 618 7X1.795 1 


11.8 在 时 间 1， 在 上 涨 状 态 存 在 套利 机 会 。 价 格 B(1, 2; u) 暗 含 货 
币 市 场 的 增长 因子 为 1. 007 66， 而 在 时 间 3 到 期 的 债券 的 价格 暗含 增长 
因子 为 1. 011 59 和 1. 007 38。 为 实现 套利 ， 我 们 可 以 利用 在 货币 市 场 贷 
款 融 资 买 人 在 时 间 3 到 期 的 债券 。 

11.9 利用 式 (11.5) 和 给 定 的 短期 利率 ， 我 们 可 以 计算 出 以 下 的 
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债券 价格 树 结构 ， 即 


B(2, 3; uu) = 0. 993 1 
B(l, 3; u 一 0.9859 到 

/ B(2, 3; ud) 一 0. 992 6 

B(0,3) 一 0.977 3 B(2, 3; du) 一 0.992 4 
\ Bl,3;d)=0.9843 = 

B(2, 3; dd) = 0. 992 3 


11.10 最 好 是 计算 风险 中 性 概率 。 时 间 3 到 期 的 债券 在 时 间 1 价格 
向 上 变动 的 概率 为 0.76， 而 在 时 间 2 到 期 的 债券 相应 的 概率 为 0. 61。 利 
用 在 时 间 3 到 期 的 债券 的 价格 计算 在 时 间 2 到 期 的 债券 的 现价 并 且 从 这 
些 价格 计算 的 风险 中 性 概率 为 0. 986 7。 于 是 ， 在 时 间 0 做 空 在 时 间 3 到 
期 的 债券 并 且 买 人 在 时 间 2 到 期 的 债券 将 得 到 套利 利润 。 

11. 11 在 时 间 2， 期 权 无 价值 。 在 时 间 1， 我 们 可 以 利用 息 票 加 上 
最 终 支付 的 折 现 值 101. 00 估计 债券 价格 ， 其 折 现 利率 为 〈 按 月 的 ) 货币 
市 场 利 率 ， 在 上 涨 状态 为 0. 521% ;在 下 跌 状 态 为 0.874%。 结 果 分 别 为 
101. 474 8 和 101. 121 3。 期 权 在 上 涨 状态 可 以 施 权 ， 于 是 现金 流 分 别 为 
0. 174 8 和 0。 折 现 的 现金 流 对 风险 中 性 的 期 望 给 出 期 权 的 初始 价值 为 
0. 065 98。 

11. 12 具有 下 限 条 款 的 债券 息 票 不 同 于 在 时 间 2 的 上 涨 状态 价格 上 
限 ， 是 0.668 98 而 不 是 0. 522 72。 得 到 在 时 间 1 的 如 下 的 价格 :在 上 涨 
状态 为 101. 145 31; 在 下 跌 状态 为 100. 999 9。 对 风险 中 性 概率 的 期 望 得 
出 债券 的 初始 价格 100. 054 89， 于 是 ， 利 率 下 限 为 0. 054 89 
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